
LEONHARDI EULERI 

OPEEA OMNIA 



LEONHAEDI EULERI 

OPERA OMNIA 

SUB AUSPICIIS 

SOCIETATIS SCIENTIARUM NATURAIAUM 

HELVETICAE 


IDENDA CURAYERUNT 

FERDINAND RUDIO 
ADOLF KRAZER PAUL STlCKEL 


SERIES PRIMA 

OPERA MATHEMATICA 

yOLUMEN VICESIMUM 



LIPSIAE ET BEROLINI 
TYPIS ET IN AEDIBUS B. a. TEUBNERl 
MCMXII 



LEONHARD I EXJLERI 


COMMENTATIONES ANALYTICAE 

AD THEORIAM INTEGRALIUM 
ELLIPTIOORUM PERTINENTES 


EMDIT 

ADOLE KEAZER 


VOLHMEN PRIUS 


LIPSIAE ET BEROLINI 
TXPIS ET IN AEDIBUS B.G.TEUBNERI 
MGMXII 



ALLE EECHTE, EINSCHLIBSSLICH DES OBBRSETZUN&SEEOHTS, VORBBHALTBN. 



VOEWOET DES HEEIUSGBBEES 


In den 20. imd 21. Band der I. Serie Yon Leoneardi Euleri Opera omnia sind 
solche Abhandlnngen Eulers anfgenommen worden, welclie sich mit Integralen beseliaftigen, 
die wir elliptische nennen, weil das zur Rektifikation der Ellipse dienende zu ihnen gehort. 

Dieses Integral zog dadurck, daJB es sick nicht dnrck die bekannten Funktionen dar~ 
stelien lieB, die Aiifmerksamkeit der Matbematiker seit dem Ausgange des 17. Jalirliunderts 
in holiem MaBe auf sich und so sehen wir anch Euler bald nach Beginn seiner mathematischeu 
Laufbahn, 1733, mit ihm beschaftigt. In der Abhaixdlnng 28 (des Enestr5mschen Yer- 
zeichnisses), mit der der vorliegende Band beginnt, findet Euler, daJS mit Hilfe der Rekti- 
fikation der Ellipse die Losnng einer gewissen Differentialgleichnng erster Ordnnng, bei 
der die Trennung der Variablen nicht moglich ist, konstruiert werden konne. Der namliche 
Gedanke, die Rektifikation der Ellipse zur Losnng von Differentialgleichungen zu verwenden, 
beschaftigt ihn auch 1734 in der folgenden Abhandlung 52 und fiihrt hier zur Losung der 
Anfgabe, auf einer Schar von Ellipsen mit gleicher einen Achse und gemeinsamem Scheitel- 
punkte von diesem aus gleichlange Bogenstiicke abzuschneiden- Nach dieser Abhandlung 
tritt eine lange Pause ein und wir sehen erst 1749 Euler wieder mit dem Rektifikations- 
problem der Ellipse beschaftigt; in 154 gibt er eine Reihenentwickelung fiir den Umfang 
der Ellipse, 

Die geringe Zahl dieser Abhandlnngen und auch die Art ihrer Problemstellung lafit 
erkennen, dafi Euler zu einer fruchtbaren Entwickelung seiner TJntersuchungen fiber ellip- 
tische Integrale einer Anregung von auBen bedurfte, und wir wissen auch, wann und wie 
sie ihm geworden ist. Am 23. Dezember 1751 wurde er von der Berliner Akademie be- 
auftragt, die ihr von Faonano ubersandten Produzioni zu priifen, ehe man dem Yerfasser 
antworte, und schon am 27. Januar 1752 liest Euler in der Akademie eine Abhandlung, 
252, in welcher er fiir die auf die Ellipse und Hyperbel bezuglichen Resultate Paonanos 
eine einfachere Ableitung gibt, die auf die Lemniskate bezuglichen aber wesentlich erweitert. 
Euler erfaBt sogleich die Bedeutung dieser Untersuchungen fiir die Integralrechnung. Am 
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ScElnsse bemerkt er, daS auf diese Weise fiir zahlreicke Differentialgleichungen partikulare 
Integral© gewonnen und dainit der Weg zur yollstandigen Losung geebnet werde, und er 
gibt in der Tat 1753 in der jetzt folgenden Abhandliing 251 (dafi diese spater als 252 
yerfaBt ist^ folgt aucb aus den Angaben Enesteoms) das allgemeine Integral der lem- 
niskatiscben Differentialgleiclmng an. Zn Beginn yon 263 spriclit sodann Eulee das 
Problem, das fur die Integralrecbnung yorliegt, in seiner Allgemeinbeit Mar aus, namlicb 
zu zwei gegebenen Integralen JXdx und jYdy, die sick einzeln nicht integrieren lassen, 
eine solcbe algebraische Beziebung zwisc-ben x und y zu finden, durcli welche die beiden Inte- 
gral© einander gleicb werden oder sicb um eine angebbare GrroBe iinterscbeiden. Eulee er- 
kennt aber zugleicb, daB der umgekebrte Weg leicbter zum Ziele fiibre, namlicb von einer al- 
gebraiscben Gleicbung ziviscben x und y auszugeben und nacb den Integralen zu fragen, 
die durcb diese Gleicbung miteinander yerglicben werden konnen. Abhandlung 263 bebandelt 
dann solcbe Relationen zwiscben x und y, die zur Vergleicbung von Kreis- und Parabel- 
bogen, 261 solcbe, die zur Vergleicbung von Ellipsen- und Hyperbelbogen dienen. Durcb 
261 ist zugleicb die Losung jenes Problems und der Beweis jenes Satzes vorbereitet, die 
Euler im Jabre vorber in 211 den Matbematikern vorgelegt batte, und beide werden nun 
in 264 ausfubrlicb mitgeteilt. Eine Umarbeitimg yon 263, 261 und 264 ist die den Opera 
poskima entnommene Abbandlung 818; aucb ist der Inbalt yon 263 und 261 in den 
Kap. V und VI der Sectio secnnda des 1. Baiides der Bistitutiones calculi integralis 
wiederbolt. An die yorgenannten Abbandlungen Eulers scbliefien sicb inbaltlicb nocb 
347 yon 1765, sowie 581 und 582 von 1775 an, von denen aber nur 581 einen be- 
merkenswerten Fortschritt entbalt. Wabrend namlicb Euler bisber ausscbliefilicb Integrale 
betrachtet, bei denen P eine ganze rationale Funktion von x ist, werden bier fiir P 
aucb gebrocbene Funktionen zugelassen; Euler fiigt also nacb unserer beutigen Ausdrucks- 
weise zu den Additionstbeoremen der elliptiscben Integrale 1. und 2. Gattung bier das 
von Integralen 3. Gattung. 

Nocb ist die aus dem Jabre 1778 stammende Abbandlung 714 zu erwahnen, in 
der Eulee zeigt, daB durcb seine Metbode aucb partikulare Integrale solcber Differential- 
gleicbangen erbalten werden konnen, bei denen sicb die Variablen nicbt trennen lassen. 

Wenn man die Eulersohe Metbode, von einer algebraischen Gleicbung zwiscben x 
und y auszugeben und von ibr aus indirekt zur Losung von Differentialgleicbnngen zu ge- 
langen, genaiier betracbtet, so erkennt man bald, daB sie im Wesentbcben in der Auffindung' 
und Benutzimg eines integrierenden Faktors bestelit. Dies bat aucb Euler in dem Supple- 
mentum zum 3. Bande seiner Institutiones calculi integralis genau ausgefiihrt und er glanbte 
dandt den letzten Grand fiir die Moglicbkeit der Integration seiner Dififerentialgleiebungen 
gefonden zu baben. Er war daber nicbt weuig erstaunt, als er 1775 (Euler erwahnt die 
Untersucbungen von Lagrange ^erstmals in- der 506: zeitlicb vorangebenden Abbandlung 
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582, ohne aber auf ilireii Inlialt, you clem er damals wolil noch g-ar nicht Kenntnis ge- 
nommen liatte, einzugelieii) erfulir, claB Laoeang-e schon vor geranmer Zeit im 4. Bande der 
Miscellanea Tanriiieiisia eine direkte Methode ztir Integration seiner DifPerentialgleicliimgeii 
mitgeteilt liabe. Zwar liatte ancb er ungefahr nm dieselbe Zeit, 1765, in 345 eine solcbe 
angegeben, war aber wegen der Umstandlichkeit der benutzten Substitntionen niclit daron 
befriedigt. Jefczt bemacktigte er sick in 506 tind in einer weiteren, noch im selben Jahre 1777 
verfafiten Abhandlnng 676 der Metliode Yon Lagrange und benntzte sie znr Integration 
der Yon ihm friiher beliandelten Diffentialgleichnngen. 

Eine zweite Gruppe von Arbeiten Eulers fiber elliptische Integrale wnrde durcli die 
am die Mitte des 18. Jalirhunderts erscluenenen Abhandlungen von MxiCLAURiN and d’Alem- 
BERT veranlalSt, von denen der erstere mit geometrischen, der letztere rait analytischen 
Hilfsinitteln eine Anzahl von Integralen abgeleitet hatte, die sich durch einfache Snbstitu- 
tionen anf* die Rektifikation der Ellipse und Hyperbel rednzieren lassen. An diese Abliand- 
hmgen kutipfte Euler an; die friiheste durch sie hervorgerufene Abhandlnng Eulers 
ist die axis dem Jahre 1759 sfcammende 295, auf die erst ini nachsten Jahre 273 
folgte. Beide beschaftigen sich init den Integralen und teilen diese in 

drei Klassen, je nachdem das Integral durch einen einzigen Kegelschnittbogen, durch einen 
solchen und eine algebraische Funktion, oder endlich durch zwei Kegelschnittbogen imd eine 
algehraische Funktion ausgedriickt wird. Es liegen hier die Keime der Reduktion der 
elliptisclieu Integrale auf eine Kormalform vor, sie kommen aber wegen cles Uberwucherns 
der geometrischen Vorstellungen nicht zur Entfaltung. Euler verscharfte diese Anf- 
fassung noch, indem er in der Polge nach Kurven snchte, deren Bogenelement durch 
eine passende Substitution in das einer Ellipse iibergehe, und so die tlbereinstimmung der 
Integrale ohne Hinzutritt einer algebraischen Funktion verlangte. Eingeleitet wurden diese 
neuen Untersuchungen durch die Ahhandlung 590 des Jahres 1775. Diese gibt drei Theo- 
reine an. Das erste, daB alle imaginiiren Grofien, die „in ealcnlo analytico^^ auftreten, 
stets in die Form a-j-bi gebracht warden kbnnen, gehort nicht hierher; das zweite sagt 
axis, dafi es aixBer dem Kreise selbst keine algebraische Kurve gebe, deren Bogen dxxrch 
Kreishogen allein, xind das dritte, daB es keine solche Kurve gebe, deren Bogen durch einen 
Logarithmns allein dargestellt werden kbnnen. Euler fordert die Mathematiker auf, fur 
diese Theoreme strenge Beweise zu liefern. Er zeigt dann 1776, wie man im Gegensatze 
dazu zn einer gegebenen Parabel (638), zu einer gegebenen Ellipse (639) und zu einer 

Knrve, deren Bogendifferential von der Form (645) ist, xxnendlich viele alge- 

braische Kurven angeben kbnne, die das gleiche Bogendifferential besitzen, und untersxicht 
in 633 die allgemeinen Bedingungen, unter denen die Bogendifferentiale zweier Kurven 
ubereinstimmen. Pur die in 638, 639, 633 behandelten Probleme gab Euler spater, 1781, 
Leonthardi Euleei Opera omnia Iso Commentationes analyticae b 
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in 781, 780, 782 neiierdiiigs Losimgen nnd bei dieser Gelegenbeit bemerkte er, dafi das 
frtiher in 690 fiir den Kreis anfgestellte Tbeorem nicbt ricbtig sei. In 783 werden Tiel- 
mehr iniendlicli viele algebraisclie Knrven, die keine Kreise sind, angegeben, deren Bogen- 
difierential dem eines gegebenen Kreises gleicb ist. In der den Opera postiima entnommenen 
Abhandliing 817 wird das in Rede stebende Problem nock einmal nnd zwar fiir die Lemniskate, 
die Parabel und die Ellipse gelost. 

Tier Abliandlimgen, die in den Banden 20 nnd 21 Platz gefanden baben, sind nocb 
nicbt genannt. Alle yier baben das G-emetasame, daB Reibenentwicklungen ihren bauptsacb- 
licbsten Inbalt bilden. Abbandlimg 448 nimmt das scbon in 154 bebandelte Problem der 
Reibenentwickliing fiir den Ellipsenumfang wieder anf, 605 bebandelt die Eigenscbaften der 
elastiscben Knrve, 624 gibt Reibenentwicklnngen fiir die Oberflacbe des sebiefen Kegels 
und 819 solcbe fiir den Hyperbelbogen. 

TJnter den Mannskripten, die die Petersburger Akademie der Redaktion ziir Verfilgmig 
gestellt bat, befinden sicb die Originale der Abbandlungen 817 mid 818, sowie der Summarien 
von 28, 251, 252, 261, 263 und 264. Diese Manuskripte stimmen mit den frilheren Abdruckeii 
iiberein; nur das Manuskript des Summariums von 28 ist bislier nocb nicbt abgedruckt ge- 
wesen imd erscbeint bier zum ersten Male (am Scblusse des Baiules 20, da dessen Anfang scbon 
gedruckt war, als das Manuskript vorgefunden wurde). 

Wenn man den Gesamtinbalt der Eulerschex Abbandlungen fiber elliptiscbe Integrale 
und ibre Bedeutung fiir die spatere Entwicklung der Tbeorie derselben iiberblickt, so ist die 
in dem elnen Teile dieser xArbeiten (insbesondere 252, 261, 581) niedergelegte Entdeckung der 
"Additionstbeoreme der Integrale Eulers gewaltiges und bleibendes Yerdienst. Pragen wir 
aber, warum das in dem anderen Hauptteil der Abbandlungen (insbesondere 296, 273) be- 
bandelte Problem der Reduktion der Integrale auf feste Normalformen und der Zuriick- 
fiibrung des allgemeinen Integrals auf diese, trotzdem es fiir Euler, der recbnen konnte 
und wollte wie kein anderer, wie gescbaffen war, keine so gliiekliche Losung gefunden bat, 
so miissen wir, wie scbon oben erwabnt, dem Kicbtloskommen von geometriscben Vor- 
stellungen die Scbuld geben. Ein entscbeidender Ports cbritt in dieser Ricbtung konnte 
erst gescbeben, wenn die geometriscbe Grundlage, der allerdings die Lebre von den ellip- 
tiscben Integralen bisber fast alles verdankte, zuriicktrat und etner Bebandlung der Integrale 
um ibrer selbst willen Platz macbte; der dies leisten soUte, war scbon an der Arbeit, als 
Euler 1783 die Augen scbloB: LeGtENDRE. 

Karlsruhe, den 1, bTovember 1912. 


Adolf Krazer. 
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SPECIMEISr DE CONSTRUCTIONE 
AEQUATIONUM DIFEERENTIAIIUM 
SINE INDETERMINATARUM SEPARATIONE 


Coramentatio 28 indicis Enestroemiani 

Commentarii aoademiae scientiarum Petropolitanae 6 (1732/3), 1738, p. 168 — 174 


1. Indeterroinatarum separatiouem in aeqnationibus differentialibns ideo 
tarn sollicite desiderari, quod ex ea inventa aeqnationis constructio sponte 
fluat, cuique in Ms rebus exercitato satis perspectum esse arbitror. Integratio 
praeterea aequationum differentialium, siquidem succedit, optirue indeterminatis 
separandis instituitur. Quanquam enim innumerabiles dantur aequationes, 
quarum integrales sine huiusmodi separatione inveniri possunt, cuiusmodi 
methodum exMbnit Celeb. Ioh. Beenouixi in Comm, nostrorum Tom. I 
pag. 167^), tamen eae aequationes omnes ita sunt comparatae, ut vel per se 
obvia sit indeterminatarum separatio, vel saltern ex ipsa integratione facile 
derivetur. Similis vero est etiam ratio constructionum, quibus adbuc usi 
simt Analystae; sunt enim onmes huiusmodi, ut aequationis, si nullo alio modo 
indeterminatae a se invicem separari possunt, separatio tamen ex ipsa con- 
structione proflciscatur. Hanc ob rem nullam adhuc exhiberi posse existimo 
aequationem differentialem construibilem, cuius separatio omnes vires eluderet. 

2. Nuper®) autem in ellipsi rectiflcanda occupatus inopinato incidi in ae- 
quationem differentialem, quam ope rectiflcationis ellipsis construere poteram, 

1) Ioh. Berhoxilli, De Megrationibus aequaUomm differenUoMum, ubi tradMur methodi aUcuius 
specimen mtegrmdi sine praevia separatione indeterminatcmim, Comment, aead. sc. Petrop. 1 
(1726), 1728, p. 167; Opera omnia T. 3, p. 108. A. IL 

2) L. Euleei Commentatio 11 (indicis Enestroemiani): Constructio aequationum guarundam 
differentialium, quae mdetermi/natarum. separationem non admittunt, Nova acta erud. 1733, 
p. 369; Leonbaudi jEvlert Opera omnia, series I, toI. 22. A. K. 

Lsonhabdi Etjleei Opera omnia Ijo Commentationes analytioae 
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neque tamen mdeterminatarum separatio neqnidem ex ipso constraendi modo 
inveruri poterit. Aequatio vero, quam obtimii, erat haec 


dy 4- 


y^dx xdx 

X x^—l’ 


Eiccatianaje fere similis et forte ad separandum aeque difficilis ac haec 
= 3>^dx. Casus hie roihi primum vehementer paradoxus videhatur; 
at constructione attentius perspecta facile intellexi ex ea non soluna separa- 
tionem mdeterminatarum non posse dednei, sed etiam, si alio modo separatio 
haec snccederet, multo maiora secutnra esse ahsurda, comparationem scilicet 
perimetrorum eUipsium dissimilium, quae, ut mihi quidem ridetur, omnem 
analysin superat. Constructio antem ipsa perqnam est facilis; perficitur enim 
elongatione infinitarum ellipsium alterutrum axem communem habentium et 
hanc ob rem consueto per quadraturas construendi modo longe est praeferenda. 


3. Proponam igitur totam rem, prout ad earn perveni. Sit A GB (Fig. 1) 
quadrans ellipticus, cuius centrum G, semi-axes vero AG et BG. Ponantur 

AG=a et BC=b et ex A ducatur tangens indefl- 
nita ad eamque ex centre G secans quaecunque 
GT abscindens arcum AM = $ voceturque AT — t. 
Demisso ex Jf in AtC perpendiculo yocetur GB=x‘, 

erit ex natura ellipsis PM = atque ob 



analogiam CP: PM= GA : AT habebitur 


= 5 ]/(a® — seu 


X ■■ 


ah 


yihhAtt) 


Smnatur arcus AM elementum Mm ducanturque mp, Ct prioribus MP, GT 
proximae; erit 


a y 


et Tt = dt. Quia autem est x 


ah 


1/(6* -fi») ’ 


erit dx 


abtdt 


et 




at 


, et y(a‘ — (a^ — . 

y{6*4-t») ^ ^ / ■j/(62^42) 

ldiy(h^ + aHt) 


Ex his conficitur 


(h h 
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Ad cuius integrale per seriem saltern inveniendum pono a® = (n + 1)6®, quo 
prodeat 


superiusque irrationale fit binomium, cuius alterum menabrum est 6® + f 
alter umque simplex terminus nf. Eesolvo nunc l/((6® + f) -f nf) per canonem 
notum in seriem banc 


(6= 


+ + 


Ant^ 


+ 


Bn^t^ 


(v 




+ 


On^f 


“f" etc., 


in qua brevitatis gratia est 


A = 


2 ’ 


1- 
2-4’ 


a= 


1.1-3 
2.4-6 ’ 


D = 


1.1-3-5 
2 • 4 ■ 6 - 8 


etc. 


Habebitur ergo 


ds == 


b^dt 


+ 


AVnfdt . Bb^n^t^df 


GbWdt , , 

ip+w + 


et integer arcus elliptic us s erit integrale buius seriei. 


4. Notandum bic est singulorum borum terminorum integrationem ad 
primi termini posse reduci; dat vero arcum circuli radii 6, 

cuius tangens est t. Hanc ob rem singulos terminos assumto boc circulari 
arcu integrabo, ut sequitur: 


/i 


bHHt 


(b^+fy 


1 riML _ 1 _^!L- 

2 J 66+ tt 2 66 +## ’ 


r Vi^dt 1 • 3 r 

J {¥+fy~ 2 aJi 


Vdt 


66 + 


1- 3 bH 

2- 466 + # 


1 

4 (66 + #)®’ 


fi 


¥fdt 


(b^ + ff 


1- 3-5 r ¥dt 

2- 4-6 J 66 + # 


1- 3-5 bH 1-5 Vf 1 6®i® 

2- 4-6 66 + # 4-6(66+#)® 6“(66 + #)*’ 


ex quibus lex integrabum reliquorum terminorum iam satis apparet. 


5. Si quarta perimetri elbpticae pars AMB requiratur, oportet facere t 
infinitum hocque facto omnes termini algebraici in superioribus integrabbus 



4 SPECIMEN DE CONSTRUCTIONE AEQUATIONUM DIPPERENTIALIUM [ 171—172 


evanescunt. Arcus circularis vero J " posito t = oc dabit quartam peri- 
pberiae circuli partem, cuius radius est 6 seu BG, quam designabimus 
littera e. Erit propterea 


r Wdt r VPdt l-e 

J bb + tt J (bb-\-U)^ 2 ’ 


r V^dt l-3-e r 
tJ (bb -[“ 2 * 4 t/ ^ 


(bb + Uf 
hH^dt 


(bb + tif 2 - 4 ’ J (bb + Uf 
Prodibit igitur quarta perimetri ellipticae pars 


1 - 3 - 5 -e 

'¥^■6 


etc. 


AMB = e (l + — -f Bn^ + „ / ^ Gn^ + 2.4. e'; g 


2 - 4 " 


2 - 4-6 




Atque substitutis loco A, B, G, D etc. valoribus debitis habebitur 




1 - 1 - 3 -w® 

2 - 2 - 4-4 


1 - 1 - 3 - 3 - 5 -m,® 1 - 1 - 3 - 3 - 5 - 5 - 7 -m* 

2 - 2 - 4 - 4 - 6-6 2 - 2 - 4 - 4 - 6 - 6 - 8-8 


+ etc. 


6. Haec series, si n est valde parvum seu 


6^ 


-, id quod evenit, quoties 


ellipsis admodum propiuqua est circulo, vebementer convergit; bocque casu 
igitur facile ellipsis perimeter iuYenitur. Quando vero n est quantitas quam 
minima seu a = 6 + co denotante co quantitatem quam minimam, erit w == ^ 
et AMB = 6^1 + ^ quam proxime. Quando vero fit a = 0, incidit punctum 
J. in (7 et evadit AMB = B G =b‘, hoc vero casu erit n = — 1; habebitur 
igitur 


= 1 — — 


1 - 1-3 


1-1 • 3 - 3-5 


2-2 2 - 2 - 4-4 2 - 2 - 4 - 4 - 6-6 


etc. 


Summa huius seriei ergo exprimit rationem radii ad quartam peripheriae 
partem in circulo. 


7. Quemcunque igitur habeat valorem littera n in serie § 5 inventa, summa 
T)oterit assignari ope rectificationis ellipsis, cuius axis maior se 
"m ut ]/(« + 1) ad 1. Hoc cum ita se habeat, usus sum 
mea summationes serierum ad resolutionem aequationum 
reducendi, quam nuperQ exhibui, ut investigarem, a cuius aequationis reso- 

1 ) L. Eijleei Commentatio 25 (indicis Enestroemiani) : Mefhodus gemralis summandi pro- 
gressiones, Commeat. aoad. sc. Petrop. 6 (1732/3), 1738, p. 68; Leonhardi JEueemi Opera 
omnia, series I, vol. 14. A. K. 
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SINE INDETEEMINATAEUM SEPAEATIONE 


lutione summatio inventae seriei pendeat. Quo autem haec metliodus facilius 
possit adhiberi, pono n== — x^ eritque summanda ista series 


1 


l-x^ 1-1 -S-x^ 1-1-3-3-5-a;® 

2^2 


— etc.; 


2 - 2 - 4-4 2 - 2 - 4 - 4 - 6-6 

huius igitur s u m m am pono s. Erit ergo dififerentiando 

ds 1-x 1 • 1 ■ 3 • a:® 1 • 1 • 3 • 3 • 5 • 

dx^ "2 2 - 2-4 2 - 2 - 4 - 4-6 

Tam denuo per x multiplico suraoque diflferentialia posito dx constante; erit 


d. xds 


= — \.x- 


l-l-3-a;® l-l-3-3-5a;® 


etc. 


dx^ " 2-2 2 •2-4 -4 

Porro divide ubique per x contraque per dx multiplico sumoque integralia; erit 

1-1 - x^ 1 • 1 • 3 • 3 • a;® 


/ d.xds 

xdx 


X ■ 


etc. 


2-2 2-2-4-4 

Denique iterum per dx multiplico, divide vero per et sumo integralia; erit 
ods 1 l-a: 1-1 -3 -a:® 1 • 1 • 3 • 3 • 5 -a:® 


Cl r d.xa 

J x^J X 


1 

X 


2-2 


2-2-4-4 


2-2-4-4-6-6 


etc. 


Haec vero series est ipsa initiaUs per x divisa; eius igitur summa est 
Quocirca habemus banc aequationem 

ri r d.xds s 

J x^ J X x’ 

quae sumtis differentialibus abit in banc 

x^ds — sxdx= p 
Dififerentietur baec denuo; prodibit 


d. xds 

X 


7 7 7 2 d.xds jj , dxds 

x^dds + xdxds — sdx = = dds + 


Huius aequationis resolutio igitur pendet a summatione seriei propositae; quae 
cum per rectificationem ellipsis babeatur, aequationis constructio quoque 
dabitur. 



6 SPECmBN DE CONSTEUCTIONE AEQUATIOITUM DIEPEREETIALmM [173—174 


8. Cum in ista aequatione s uMque unam teneat dimensionem, reduci 
ea poterit per methodum meam Tom. Ill Comm.^) insertam ad aequationem 
simpliciter differentialem facta substitutione s == ubi c denotat numerum, 
cuius log. est 1. Hoc posito exit ds == et dds = c-fi'^^^idpdx + ppdx^) 

atque aequatio inventa transformabitur in banc 

x^dp + x^p^dx 4- pxdx — dx = dp ppdx 

00 

quae diyisa per xx — 1 mutatur in istam 


dp -{-ppdx + 


pdx 

X 


dx 

XX 1 


Ad hanc simpliciorem ef&ciendam pono p et proveniet 




xdx 
XX— 1 


Quae quomodo separari possit, neque perspicio neque constructionis con- 
sideratio eo perducit. 


9. Quo autem ipsa constructio huius aequationis ex praecedentibus dedu- 
catur, pono ilium axis semissem AG, quern ante littera a denotavi, aequa- 
lem r, quia ut variabilis debet considerari, et quartam perimetri ellipsis 


partem respondentem q) erit — xx = n - 


r'- — W 


et X - 


l/(6® -O 


Porro erit 


f*ydx 


ydx 


ny 

q = es', est yero s = ^ , quocirca habebitur q — ed ““ et Iq — 


xdq (r® 


adeoque -v = , — , 

^ ^ qdx qrdr 

nalia proveniant, restituo loco xx yalorem — 
His substitutis habebitur ista aequatio 

Uy + lp- 


He autem, quando r maior est quam h, irratio- 


■n; erit 


dn 


9 et 

2n XX- 


2(n + l) 


1) L. Euleri Gominentatio 10 (indicis Enestroemiaot): Nova methodm innumer allies aequa- 
Uones differ entiales secwidi gradus reducendi ad aequationes diferentiales primi gradus, Comment, 
acad. sc. Petxop. 3 (1728), 1732, p. 124; Leonsaudi Euleri Opera omnia^ series I, vol 22, 

A. K. 
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7 


quae construetur sumendis n = et y = — 


■h^dq 


2ndq 

qdn 


qrdr 


sen, iam invento n, 


Hinc sequens nascitur constructio: 


2 / = 

Descripto quadrante elliptico BCA (Fig. 2), cuius centrum in G et semi- 
axis B C constans est, puta == 1, pono hie 1 loco h, quo facilius homogeneitas 
possit servari. Erit ergo semi-axis AG = r; ex A erigatur normalis 
AD = arcui elliptico AB; erit punctum D in curva aliqua BB, cuius con- 
structio hoc modo est in promtu. In ea igitur 
erit AB = q. Sit F huius ellipsis focus; erit 
GF = Vir^ — 1); et ad BF ducatur normalis FP; 
erit GP=F — 1 == ». Notetur hie, quando fit 
AG< BC et focus F in BC incidit, valorem n 
fieri negativum et ex altera parte puncti G versus 
B accipi oportere. Deinceps ducatur tangens BT 
curvae BB in D; erit 


AT- 


qdr^ 

1q'’ 


et iuncta AP ex T ducatur recta TG normaliter 
secans AP, si opus est, productam in 0 et DJ. 
productae occurrens in G; erit oh similia triangula 
PGA et TAG 

rqdr 


AG- 



(P— l)dq 


Fig. 2. 


Ipsi A G aequalis capiatur GH et sumta GI = GB = 1 ad ductam HI erigatur 
perpendicularis IK’, erit 

niT- 1)^0. 

GK = ^ = y. 
rqdr 


Huic GK fiat aequalis PM eritque M in curva quaesita BM’, huius enim 
curvae haec est proprietas, ut dictis GP —net PM — y sit 




dn 



SOLTJTIO PEOBLEMATUM 
EECTIEICATIONEM ELLIPSIS EEQLIEENTIUM 


Oommentatio 52 indicis Enestroemiani 

Commentarii academiae scientiaram Petropolitanae 8 (1736), 1741, p. 86—98 


1. Agitata iam superiori seculo inter Geometras sunt huiusmodi problemata, 
in quibus linea curva requirebatur, quae ab infinitis positione datis curvis 
arcus aequales abscinderet. Communicaverunt etiam illo tempore Cl. Cl. Geo- 
metrae^) elegantes solutiones pro casu, quo curvae positione datae inter se 
sunt similes, uti cum ab infini tis circulis vel parabolis arcus aequales ab- 
scindendi essent. Nemo autem, quantum constat, ulterius est progressus ne- 
que quisquam pro curvis dissimilibus problemati satisfecit, etiamsi iam turn 
quaestio de infinitis ellipsibus proponeretur. Atque etiamnum, cum Insigni 
Geometrae per litteras significassem^) me aequationem pro curva, quae ab 
infinitis ellipsibus dissimilibus arcus aequales abscinderet, invenisse, ille mihi 
respondit huius problematis solutionem in sua non esse potestate meque 
simul rogavit, ut meam solutionem in non contemnendum analyseos augmen- 
tum communicarem. 

2. Huius autem quaestionis summa difficultas in hoc consistit, quod 
diversarum et dissimilium ellipsium rectificationes a se mutuo non pendeant. 
Hanc enim ob causam curvae ab infinitis ellipsibus arcus aequales abscindentis 


1) Iao. Beenoulli, Solutio sex prohlematum fraternormn in EpJiem. GoAl. 26. Aug. 1697 
propositorum (Probl. 4 et 6), Acta erud. 1698 p. 226; Opera p. 796; vide etiam Ioh. Beknoulli, 
Opera omnia., T. 1, p. 256. A. K. 

2) L. Eulee ad Dan. Beenoulli, Novembri (?) 1734; vide G. Enesteoem, Der JBrief- 
wechsel nwischen Lzonbard Euler md Daniel Bernoulli, Biblioth. Mathem. 7g, 1906/7> 
p. 126, inprimis p. 140. A. K. 



87—88] SOLUTIO PROBLEMATUM RECTIPICATIONEM ELLIPSIS REQUIRENTIUM 9 


aequationem inventu maxime difficilem esse oportet, eo quod etiam concessa 
unius ellipsis rectificatione reliquarura taraeu omnium rectificatio ab ista nou 
pendeat. Delude methodus, qua in huiusmodi problematis uti solent, ita est 
comparata, ut tantum ad curvas similes accommodari possit, pro curvis dis- 
similibus autem nullam afferat utilitatem. 

3. Quod autem mihi primum viam ad huiusmodi difficilia problemata 
patefecit, est praecipue universalis mea series summandi methodus.^) Hac enim 
inventa statim^) aequationem dilferentialem, in qua indeterminatae nullo pacto 
a se invicem separari possunt, ope rectificationis ellipsium dissimilium con- 
struxi atque paulo post®) maxime agitatae aequationis Eiccatianae construc- 
tionem et resolutionem communicavi. 

4. Postmodum autem, cum haec per series operand! methodus nimis 
operosa et non satis genuina videretur, in aliam magis naturalem methodnm 
et huius modi quaestionibus magis accommodatam inquisivi; atque tandem 
ex vote obtinui, ita ut eius beneficio non solum priora problemata, quae 
serierum ope resolveram, sed etiam innumera alia, ad quae tractanda series 
non sufficiunt, perficere potuerim. Methodum etiam hanc fuse exposui in 
dissertatione De infimtis curvis eiusdem generis^) anno praecedente [1734] pro- 
posita; quia vero, ne nimis essem prohxus, nulla adieci exempla, non satis 
apparet, quam late ea pateat quamque amplum in re analytica aperiat 
campum. 

5. Quo igitur huius method! vis et utilitas melius percipiatur, hac disser- 
tatione earn ad infinitas ellipses accommodabo atque non solum monstrabo. 


1) Vide notam 1 p. 4. A. K. 

2) L. Euleei Commentatio 28 (indicis Enesteobmiani) ; vide p. 1. A. K. 

3) L. Etoeei Comnientatio 31 (indicis Enesteobmiani) : Constructio aequationis differenMalis 
ax”dx== dy y^dx, Comment, acad. sc. Petrop. 6 (1732/3), 1738, p. 231; Lmonmardi E mmi 
Ofi&ra omnia, series I, toI. 22. A. K. 

4) L. Euleei Commentatio 44 (indicis Enesteoemiani): De infinitis curvis eiusdem generis. 
Seu methodus inveniendi aequationes pro infinitis curvis eiusdem generis, Comment, acad. sc. 
Petrop. 7 (1734/5), 1740, p. 174; Leonbardi Euleri Opera omnia, series I, vol. 22. A. K. 

Lbohharw EttLEM Opera omnia Iso Commentationes analyticae 2 
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moMi'i'H) , 1 ’uoiii-KMA'rnM 


[88-89 


quomodo ab infinitis ellipsibus a, reus iuufviab's 
innumerabilium tam primi qua,Di s(>.un.<l< grad.is 
.««nlnllonem ope rocl.i[)ca,i.i()!iis cilipsiuni p.'ri. 


tUM- 


abscindi dobeant, sed etiam 
aequailoiium didcrciitiiilinm 

0 doCi'JX). 


6. Quod enim ad ourva.m, (puu'. ab iidiiulis (dlipHibus sirens aequales 
abscindat, attinet, eiiis coasfcruciio on ipso (wl. far.iliH, (piod opo madificiitionis 
curvarum, quae facilliTuc describi isossimi, porfiei (pioat. ktqne. lisi,n(; ipssim 
constructionem longe sinteferonda,m osso coiison sibis pi'r iiusidrsitursis curvarum 
peractis constructionibus. Non igitair ijun illiuH curvsu^ coiist.nictio requiritur 
quam eius aequatio, quo, (pialos sioqinition.-s turn fsicib^ const, rui qiieant, 
cognoscatur. Hanc ob rem a,iuaysis mm parnm sinpinmiti siccipiot, si illae, 
aequationes proferantur, qiuio opo r.>c.t:ilicai.ionis olbi-siuni const, rnctAonem ad- 

mittuut. 


7. Considero igitur prirnuni iaiinitas oUipsos A M D B (Ifig. 1), quae 
omnes alterum axem, cuius semissis ('si, <U>. bsiboiint .mndom, axes vero 

trsinsvcrsos AH divorsos. Hi uunc vel ab 
his oimiibuH »dli]>sibtiH vel sirens aequalos 
sitvt, silisciiidendi vel in dsitsi rsitione in- 
sioqmibis, vtd eurvsi sit invonionda, cuius 
(•.oiistrm't,io ope Imrum olllpsium qnomodo- 
ctimpie pniascribiiur, sid tsrlisi problemsitsi 
omnia solvenda opus est, ufc ;u‘([u;i(io huboaiur inter sireiim A M, abscissam 



AP et axem AB, in. qua hiio trtm ipiiiidllates insiiii, lumpnim varis 


8. Huiusmodi ergo problemaium solntis) juudidet ur, si <pm(>rsitiii- siequatic 
modularis, quemadmodum in citsita disBertiitione de curvis infinitis eiusden: 
generis docui, inter arcura A.M et ■abscisKiun AP el, sixein A U quoque vsiria- 
bilem. Quo igitur ad huiusmodi sKvpuitiommi modiilarotu porveniam, pone 
abscissam j 1P== it, applicsitara , PM -•-=«, sixciim scniisixom varuibilen 

AC=a, semiaxem constsintom CD Ilis vero positis erit u ^ M 

seu posito t = ax erit m ««= cl/fise — asa:) sitqiie #11 •« arfa; et 
Ex his igitur fiet 

^ ^ da; y(2***a: a®a!® 4- c* — ‘ida: + da'**) 

')/(2.r — «) 
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positoque — c® = P erit 


j* 


c^4- h^(2x — a;;r)] 


y(2x — xx) 


9. Integrali huic invento aequatur ergo z, si integratio fiat posito tan- 
tum X variabili, b vero et c coastaritibus. Praeterea iu integratione tails addi 
debet constans, ut evanescat z posito a; = 0. At quia aequatio desideratur, 
in qua a seu eius loco h aeque tanquam variabilis insit ac x et z, quaeritur 
aequatio differentialis, quae proditura esset, si 




^h^{2x — xx)"] 


y[2x — xx) 


denuo diflferentietur posito praeter x etiam h yariabili. 


10. Ponatur nunc secundum methodum anno praeterito traditam x con- 
stans et differentietur qaantitas ; prodibit . 

l/(2x—xx) ^ y{cc-\-hlf^2x~ xx)] 

Quamobrem posito quoque b variabili erit 


dz 


ixy[cc~>r'b'b(2x — xx)'\ 


y{2x- 


■XX] 


-f dh 


f 


bdxy{2x — xx) 


y\cc -p 66(2a; — xx)] ’ 


quod postremum integrale ita debet accipi, ut evanescat posito x = 0; in eo 
vero iterum b tanquam constans inest. Ponatur brevitatis gratia 


erit 


dz dxy[cc-\-})b{2x—xx)]^ 

di diy(2x — xx) ’ 


E 


L 


bdxy{2x — xx) 


y[cc ■i-lb(2x — xxj] 


11. Si nunc integrale, cui E aequatur, reduci posset ad integrationem 
formulae, cui z aequalis est, pro E inveniri posset valor flnitus per z, qui 
substitutus in altera aequatione daret aequationem modularem quaesitam. 
Sed bae duae integrationes a se invicem non pendent, ut facile tentanti ani- 
madvertetur. Quamobrem ulterius progredi oportet et ultimam aequationem 


2 



12 


SOLUTIO PROBLEMATUM 


[90—91 


denuo differentiare uti primam, ponendo quoque h variabilem. Invenietur 
autem hoc modo 

(JJl— ldx'\/(2x — xx) r ccdxy{2x—xx) 

]/[cc-\-'b'b(2x-xx)'\'^ ^ [cc+'bl{2x — xx)'fi’ 

quod iutegrale iterum ita accipi debet, ut eyanescat posito x = 0. 


12 . Ponatur iterum 


erit 


Q dB, idxyi^x — xx) 

db dl)y\cc-\-'b'b{ 2 x — xx)y 

8= f 

Icc-i-lili^x — xxjy' 


quae formula cum non sit integrabilis, videndum est, num eius integratio ab 
alterutra praecedentium vel ab utraque pendeat. Quod quo appareat, ponatur 
8-y aB-\- ^ 2 = ubi c et /? ab a; et 0 sint quantitates liberae, Q vero 
utcunque ex a: et 5 et constantibus composita; debet autem Q talis esse 
quantitas, ut evanescat posito a; = 0 . Posito ergo I constante debebit esse 

dQ^dS-y adR + ^d 2 , ubi in differential! ipsius Q h tanquam constans con- 
siderari debet. 


13. At posito h constante est 


et 


dS = 


ccdxy(2x—xx) 

[cc ybb(2x — xx)y 


et dB = ^dxy{2x-xx) 
y\cc + h'b{2x — xx)'\ 


Hanc ob rem erit 


__ dxy\cc ih(2x — xx)] 

y(2x — xx) 


d^ 

dx 


cc{2x — xx) + ahcc{2x — xx) + aby2x — xxf' 

- 'yy^^-h^ldb^c^(2x — xx)-{-^h^(2x — xxf 

: [cc -f- hh (2x — xx)yy(2x — xx). 


Ponatur ad similem formam obtinendam Q = (y^ + ^)y( 2 a; — aa;) 
se evanescit posito a: = 0. 'V[cc-yu{^x~xx)y 


qui valor per 
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14. Differentietur nunc Q posito tantum x variabili; erit 

dO 0 

= [ycci^x — xx) + ylh^^x — xxy-\- yccx + dec — yeex^ — deex] 

: [cc -\-bb{2x — xx)Yy(2x — xx). 

Quia ergo denominatores iana sunt inter se aequales, fiant numeratores 
quoque aequales aequandis terminis, in quibus ipsius x similes sunt dimen- 
siones; erit 

I. ybh = ab^-{-^¥ 

11. yV==ab^ + 0b^ 

HI. Aybb — 2ycc = 4c6* + 4|3fe^ — cc — abcc — 2/3&^c® 

IV. Byce — dec = 2cc -j- 2ahcc + 4/3&V 
et 

V. dcc = ^cK 

Hinc invenitur 

r U+CC ^ hh + cc' 


(hi -y cc)y[cc + bb (.2 x—xx)] 


15. His ergo valoribus substitutis prodibit 

cc( x — l)y( 2x — xx) = ^ 

(Pl - 

Quia autem est 
B 

atque 


h ¥ + e^ 


dg _ d xy[ec + hh(.2x-xx)] ^ ^ _ hdx y(2x-xx) 


dh d&'|/(2flj — xx) 


db d'by{cc -yhl (2 X — xxj] 


» T ada — tda , ada 

x==~ et bb = a — c® atque ideo 5i + cc = a, dx= -2 et db — -^, 


a 


erit 


et 


„ cc(t — a) y{ 2 at — U) 

^ + (o® -<?)(2at- #<)] 

?L — ^ — ida) yia^¥ + (a"- <i^)(2 at - tt)] 

h ada day (2 at — U) 


CARNECfE INSTITUTE 
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atque 

Q c^d0 . (J ~ /7 dt -i/a^c^ -\-(a^ — cc)(2at — tt) 

a^da ' a^da 'da a^da ‘da ' 2at — tt 

(2a^ — Zc^){adt — tda)-i /o?e^ + (a^ — cc){2at — U) 
a^da y 2at—tt 

(2aa — 2ec)(adt — tdd)-t/ 2at—tt 

a^da y a^<?-\-{d^—cc)(2at—ti) 

. cc{a — t){a^ — c^){adt — tdaf 

a^da^{2at-—tt)iy[a^c^-\-{a^—cc){2at—tt}\ 


16. Ne autem in nimis prolixos calculos incidamus, retineamus literas 
h, X et 0 ; erit 

1 ^ dx + hh{2x — xx) 2hdx-i/ 2x — xx 

dh db db ' db f 2x — xx db ^ cc-\-hb(2x — xx) 

_j ccdx ^ (1 — x) 

d¥(2x~xxy y[cc+ bb{2x — xxy] 

His ergo loco 8 et R substitutis habebitur aequatio modnlaris ista 

^ __ cc(l — x)y(2x — xx) dx -i/cc + bb(2x — xx) 

bh+cc {bb + cc)y[cc + lh{2x — xxy} r 2x~xx 

^'bdx -i / 2x — xx ccdx^{l — x) 

db V cc + bb{2x-xx) db^{2x-xx)iy[cc-+bb(2x-s^] 

^ 1 ^ 1 ^ dx ■^/cc-\-bb{2x — xx) 

'^bdb^M '^y 2^^^ 

Atqne baec est aequatio diflerentialis secundi gradus, in qua x et b aeque 
variabiles sunt positae. Ex hac autena aequatione sequentia problemata 
solvuntur. 

PEOBLEMA 1 

17. Si curva EMN (Pig. 2, p. 16) ad axem APQ ita constrmtur, ut eius 
a^licata quaegue PM aequalis sit quadranti AF ellipsis, cuius semiaxium 
coniugatorum alter sit ipsa abscissa AP, alter vero constans AF seu PF, 
invenire aequationem inter abscissam AP et applicatam PM naturam huius 
curvae exprimentem. 



93 — 94 ] 


EECTIFICATIONEM ELLIPSIS EEQUIRENTIUM 


15 


SOLUTIO 


Perspicuum est curvam EMN transire per punctnm E, quoniam eva- 
nescente semiaxe ellipsis AE qnadrans ellipsis abit in alterum semiaxem 
constantem AE. Eecta porro ad angulum 
semirectum cum AP inclinata erit asymtotos 
curvae EMN, quia posito semiaxe J.P infinite 
magno quadrans ellipticus huic ipsi semiaxi fit 
aequalis. Ad aequationem autem inveniendam 
sit AE = c, AP==t et PM= AF=3, atque 
cum abscissa AP respectu ellipsis AF sit ae- 
qualis semiaxi eius, erit baec quaestio casus 
specialis aequationis inventae, quo est t = a 
sen x = l. Posito ergo x = l abibit superior 
aequatio in hanc 



.1 J 

!)})-{- cc lid}) ' dit ' dh 


Pig. 2. 


At quia est hh = a? — f 
posito dt constante erit ddb 


erit bdh — tdt et dh = 
ecdt^ — - 


tdt 


(ft — cc)"^ 


Hinc ergo fit 




Atque 


dz ddzYitt-cc) . ccdz 
^' db~ tdt tty{tt—cc)’ 

unde oritur baec aequatio 

0 ds . dd z{tt—cc) , ccdz 
ttdf fdt 

SOU. 

tzdt^ — (tt -1- cc) dtds -p tddzitt cc), 
quae est aequatio quaesita pro curva proposita. Q. E. I. 


18. Aequationem banc sequenti modo ad differentiaba pnmi gradus reduce 
ponendo z = existente le = l', erit ergo 

dz = e'^‘"'sdt et dds e-^'^\dsdt A ssdf)- 

Quibus valoribus substituendis oritur seqiiens aequatio 

tdt == (f + c^)sdt -P t{tt — cc)ds -P ts\f — (^)dt; 
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quae ita est comparata, ut nullis adhuc cognitis artificiis indeterminatae a se 
invicem separari possint. Interim vero constructio huius aequationis ope 
rectiflcationis ellipsis constat. 

19. Isle vero cuiquam dubium oriatur, quod posito ^ = 0 fieri debeat 2 —c, 

cum tamen superiores integrationes ita accipi debeant, ut posito x = 0 fiat 
quoque b = mouendum est, quod quidem in hoc casu, quo z=-c, sit 15 = 0; 
non vero est quoque x = 0, quia est et t = a ideoque a: = l, ita ut 

in hoc casu nusquam sit x = 0, propterea s uspiam evanescere debeat. 

20. Quemadmodum in hoc problemate posuimus t == a, ita quoque quae- 
cunque aequatio inter et a et constantes potest accipi et curva JEMN^ definiri 
ita, ut quaevis applicata PM aequalis sit respondenti arcui elliptico AP. 
Habebitur enim loco superioris aequationis baec aequatio 

s {tt + cc)d0 (tt — cc)dd0 rp 

tt ~~ fdt ' tidf 

denotante T earn ipsius t functionem, quae ex terminis aequationis generalis, 
in quibus non inest z, oritur, si loco x ponatur — et loco h eius valor 
y (a^ — c^) atque loco a eius valor in t ex aequatione inter u et if assumta 
substituatur. Neque vero baec aequatio tractatu est difficilior quam praece- 
dens, in qua terminus T deest; reduci enim potest baec aequatio ad illam, 
uti iam abbi^) ostendi. 


PEOBLEMA 2 

21. Datis infinitis elli^psibus AOF, ANG, AMR (Fig. 3, p. 17), qmnm alter 
semiaxis AE sit constans, alter vero variabilis ut A I, AK et AL, invenire aequa- 
tionem pro curva BONMG, quae ah his omnibus ellipsibus arcus aequales AO, 
AN, AM ahscindat. 

SOLUTIO 

Ducta ad axem A € quacunque applicata MP curvae quaesitae sit 
AP=t, PM=u et AE=^c; ellipsis vero AMR semiaxis variabilis AL sit 
== a et arcus abscissus AM, qui est constantis quantitatis, sit =f. Positis 


l) Yide notam 3 p. 9. 


A. K. 
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nunc ^ = ^ et b = y(a^ — c®) erit z — fet u = cV(2a> — xcc). His igitur sub- 
stitutis generalis aeguatio inter a; et 6 abit in hanc 


f cc(l —x)y(2x — xx) dx -i/cc-j-I)'b(2x — xx) 

hb-i- cc~^yy^c)y[cc + l>b(2x-xx)]~~b^^ ' 2X-XX 

2bdx-t^ 2x — XX ccdx^(l — x) 

db ^ cc+bb(2x—xx') db^(2x — xx)iy[ec + bh{2x — xx)'\ 


1 ^ dx -i/ee + bb{2x—xx ) 
db ' db y 2x — XX t 


Quia vero est 2x — xx = ~f, multiplicetur ubique per 

y[cc + hb(2x — xx)] = 

et prodibit 


fy(y + bbuu) cu(l — x) c^dx 

d?c 0 ? budb 


Zbudx .e^dx^(l — x) (c*+Z»Jmm) , dx 

cdb u^db^ cudb ' db 


In bac aequatione si loco b substituatur et propter x = 

prodibit tandem aequatio differentialis secundi gradus inter t et u, nempe 
coordinatas curvae quaesitae. Q. E. I. 


E - 


H 



Pig. 3. 



22. At si infinitae ellipses AMF, ANG et AGE (Pig. 4) omnes habeant 
axem borizontalem communem, ita ut C sit centrum omnium, pro hoc casu 
peculiarem aequationem modularem erui oportet, antequam curyam MNO 
definire licet, quae ab omnibus arcus aequales AM, AN, AO abscindat. Sit 

Leonhaedi Eulbri Opera omnia 1 20 Commentationes analyticae 
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SOLUTIO PROBLEMATUM 
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igitur AG= c, GF a, AP = t, PM=u et arcus AM= 0 . His positis erit 


u ■■ 


ideoque fiet 


~V{2ct — tt) et du = — - ~~ 

^ cy(2c# — «) 




{cc ci(i)( 2 ct — tfj ^ du -j- 


2ct — tt 


-ccuu 


aa — uu 


atque posito u = ay erit 


quod integrale ita debet accipi, ut z evanescat posito y = 0. 


23. Si baec deuuo differeutietur posito praeter y 6 t a variabili, habebitur 


atque posito 
erit 

Hinc eodem modo fiet 
dH 


- iyy{a'+ + daf 

y \ i—yyJ J | ceyy ^ 


de dy 
da da 


R 


ady 


=z 


!/(«■+[ 

ady 


ccyy 

yy 


B 


V{a 


ccyy \ 

^—yy) 


-j- da 


ceyydy 


seu 




dB 

da 


ady 




ccyydy 




8 


brevitatis gratia. Ponatur nunc 8 + aB + = Q, ubi a et /? sunt quanti- 

tates ab y liberae, Q vero functio ipsarum u . et y, quae evanescat posito 

y = 0. Nunc ad a et /? et ^ invenienda differentietur haec aequatio posito 
a constante; erit 
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ccyydyyjl —yy) 


+ 


aaclyy{l—yy) ^dyy[d^{l — yy) + ccyy] 


+ 


[aa{l—yy)-\-ccyyy y{a\l—yy) -{-ccyy) ]/(l — «/«/) 

/ccyy — ccy^ -y aa^ — 2aa^y^ + aa^y^ -1- ccaccyy — aaccy 
\+ /3a^ — 2/3o*«/^ + /9a*2/*+ 2j3a^c^y^ — 2^a^c^y'^ + 

: (a^(l — yy) + ccyyfy(l — yy) = dQ. 

yyy^i-yy) 


dy 


24. Sit 




y{a\l-yy)-{-ccyy) 


sumtoque huius differentiali posito a constante et aequatis terminis homo- 
logis erit 

aa-{-^a‘ = y, /?cc = — y et 1 + aa + = 0. 


Ex Ms fit 


a® -p c® /? ~ ^ f 

a(a^ — cd)’ ^ ® ^ aa — cc 


Hisque valoribus substitutis pervenietur tandem ad banc aequationem 
modularem 

g {a^-{-c^)de I ^ cc|/]/(l — yy ) 

aa — cc~ada{a^ — c^)'^da ' da c^'^y(a,^(^i-^yy)j^ccyy) 

{a? + c^)dy yja^O- — yy) + ccyy) ^adyyjl —yy) 

a(a?—c^)day{l — yy) day'{a^{l—yy)-{-ccyy) 

ccydy^ 1_ ^ dy -^/ ayi—yy) ■{■ ccyy ^ 

da^(l — yy^^ifi^O- — 2 / 2 /) + ccj/y) da da ^ 1 yy 

in qua a aeque sumtum est variabile ac j/ et estque 2/ = • 


25. Si nunc ex infinitis ellipsibus, quarum omnium alter axis est con- 
stans 2c, alter variabilis 2a, construatur curva (Fig. 2, p. 15) bac lege, 

ut cuieunque abscissae AT = a respondeat applicata Pilf, quae aequalis est 
quadranti elliptico sub semiaxibus a et c, hoc ergo casu erit = a et y = 1 
atque PM = e. Quare posito da constanti babebitur pro curva EMN haec 
aequatio 

a^da^ = (a^ -{■ c^)dad 0 a(aa — cc)dds. 

Quae aequatio est ea ipsa, quam in solutione problematis 1 (§17) invenimus; 
congruit enim bic casus cum illo problemate atque, quod ibi erat t, Me est a. 

3* 
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PROBLEMA 3 

26. Bescri^Ms infinitis ellipstbus AMF, ANG, AOE (Fig. 4, p. 17) com- 
mune centrum 0 communemque verticem A hahentibus invenire curvam MNO, quae 
ah Ms omnibus ellipsibus arcus aequales AM, AN, AO abscindat. 

SOLUTIO 

Posito omnium Iiaram elUpsium semiaxe constante AC== c ellipsisque 
cuiusvis AMF semiaxe altero variaMli CF=a atque curvae MNO abscissa 
AP=t et appUcata PM=u fiat ^ — y sitque longitude =f, cui omnes 

arcus AM, AF, AO aequales sumantur. His positis et cum antecedentibus 
collatis exit s = f ideoque 

— / q ccy]/(l-yy) ^ (g^ + cQ dy Yja^l - yy) + cc uy) 

® ^ (a- — c^)y(M{l—yy)-{-ccyy) a{a^ — c^)day(l—yy) 

_j ]/(l — ^ ccydy^ 

day(a?{X-yy)+ccyy) da\l-y^)iy{a\l -yy) + 

^ — d M \/ °'^0-—yy)Fccyy ^ 

^ da ' da Y 1 —luiu ^ 

sen 

iVi^-yy) I ccy{l-yy) (g^ + e^)Q!y 

{a-^— c^)y(a^(l — yy) + ccyy) i<^^~c^)(a^{l—yy) + ccyy)~^ a(a^ — c^)da 

-j- ecydy^ ^ ^ j dy ^ 

da[a-{l-yy)-{.ccyy)^ da\l-yy){a?{i-yy)-^ccyy)'^ da da ■“ 

In qua aequatione si loco a ponatur A et deinde loco y hie valor 
prodibit aequatio inter coordinatas ^ et w curvae quaesitae. Q. E. I. 



ANIMADVERSIOiraS 
DSr RECTIEICATIONEM ELLIPSIS 


Commentatio 164 indieis Enestroemiani 
Opuscnla vaiii argumenti 2, 1750, p. 121 — 166 


1. Ellipsis rectificatio tot iam vaxiis methodis est frustra tentata, ut non 
solum comparationem arcuum elUpticorum cum lineis rectis, sed etiam ne cum 
circularibus quidem ant parabolicis expectare nequeamus. Cum enim formula 
ilia differentialis, cuius integrale arcum ellipticum indeflnitum exprimit, nullo 
modo ab irrationalitate liberari queat, certum hoc est signum eius integra- 
tionem non solum non algebraice, sed etiam ne concessis quidem circuli et 
hyperbolae quadraturis perflci posse. Quod cum tenendum sit de rectificatione 
ellipsis indefinita, hinc adhuc minime sequitur arcum quempiam definitum 
veluti totam perimetrum ellipsis omnem comparationem cum lineis vel rectis 
vel circularibus penitus respuere, propterea quod iam innumerabiles curvae 
assignari possunt indefinite aeque parum rectificabiles atque elhpsis, in quibus 
tamen arcus definiti per lineas rectas mensurari queant. 

2. Missa igitur rectificatione elMpsis indefinita definitam potius sum 
aggressus, experturus, utrum tota cuiusque ellipsis perimeter non commode 
possit ad mensuras cognitas, quorsum etiam logarithmos et arcus circulares 
refero, per expressiones finitas revocari. Quanquam autem in hac investi- 
gatione nihil admodum sum consecutus, quod scopo meo satisfecisset, tamen 
praeter expectationem nonnulla se mihi obtulerunt phaenomena satis singularia, 
quibus theoria linearum curvarum non mediocriter promoveri xidetur. Turn 
vero etiam difficultates, quae in toto hoc calculo occurrerunt, ansam mihi 
praebuerunt quaedam insignia artificia inveniendi, quae tarn in calculo inte- 
grali quam in theoria serierum infinitarum ingentem utilitatem saepius afferre 
posse videntur. Quamobrem operae pretium fore existimavi, si has specula- 
tiones totumque quasi filum calculorum meorum dilucide exposuero. 
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PEOPOSITIO 

3. Su^er data recta AG (Pig. 1) tanquam altero semiaxe descriptos concipio 
infinites qmclr antes ellipticos AP, AB, Ap, quorum ergo omnium est centrum C, 

alteri vero semiaxes coniugati sunt CP, GB, 
Gp. Turn ex singulis punctis P, B,p arcus 
elliptici PA, BA, pA in directum exten- 
dantur, ita ut quadibet PQ sit rectae GA 
parallela et quadranti elliptico PTA aequalis; 
quod si uhique fieri concipiatur, puncta haec 
Q sita erunt in linea quadam curva AQBq, 
cuius naturam investigare constitui. 

M genesin Imius curvae vel leviter 
attendenti mox patebit, earn sequeates 
habere proprietates, quas evolvam, ante- 
quam in ipsam huius curvae indolem 
diligentius inquiram, ut eius figura et 
ductus saltern obiter perspiciatur. 

4. Primum igitur, si in recta indefinita GBp, quae ad datam CA est 
uormalis, capiatur quaevis abscissa CP, applicata PQ, quae ei respoudet, erit 
aequalis quadranti perimetri ellipsis, cuius semiases coniugati sunt recta 
data CA et ipsa abscissa CP. Hinc si capiatur abscissa CB == CA, quo 
casu quadrans ellipticns abibit in quadrantem circularem AB, applicata re- 
spondens BD aequalis erit quartae parti peripheriae circuli radio AC descripti. 
Unde, si ratio diametri ad peripheriaru ponatur = 1 : jr, erit ista applicata 
BI) = \n-AC, sive ob tt = 3, 1415926535897932 erit 

EX) = 1,5707963267948966. A C. 



5. Secundo: Si abscissa CP evanescat, ellipsis evadet infinite angusta 
atque exun linea recta confundetur. Hoc ergo casu quadrans ellipticus abibit 
in ipsam lineam A G, cui propterea applicata abscissae evanescenti respondens 
erit aequalis. Quare ipsa recta CA erit applicata puncto C respondens et 
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curva quaesita per punctum A transibit. Huius ergo curvae iam duo habe- 
mus puncta cognita A efc D, quorum alteram A geometrice datur, alterum 
vero D per rationem diametri ad peripberiam definitur. 

6. Tertio: Ex coguito quo vis curvae puucto Q iutra A et D sito semper 

aliud quoddam curvae punctum q ultra D situm definiri potest. Capiatur 
enim Gp tertia proportionalis ad CP et GA, ut sit Cp = quia est 

GP: GA= GA: Gp, erit quadrans ellipticus Ap similis quadranti elliptico AP, 
cum utrinque eadem sit ratio inter semiaxes coniugatos. Hinc erit arcus Ap 
ad arcum AP ut AG ad GP ideoque pq: PQ = AG: GP seu = 
Consequenter si curvae quaesitae arcus AD tantum iam fuerit descriptus, ex 
eo reliqua curvae pars Pq in infinitum extensa definietur. 

7. Quarto: Hinc iam insignis proprietas aequationis, qua natura curvae 

AQDq exprimitur, agnoscitur. Si enim recta data AG unitate designetur, 
ut sit At (7=1, abscissa autem quaevis unitate minor CP=p eique re- 
spondens applicata PQ = q, turn vero ponatur abscissa ilia altera C^ = P et 
applicata pq== Q, erit et Q=j- Quare cum inter P et ^ eadem 

esse debeat aequatio, quae est inter p et q, patet aequationem inter p et q 
nullam mutationem esse subituram, si in ea loco p ubique scribatur — et — 
loco q. Unde, qualis ipsius p functio sit q, coniicere licet. 

8. Quinto: Patet crescentibus abscissis (7P applicatas continue crescere, cum 
semper sint maiores quam abscissae. Yeram si abscissae statuantur inflnitae, 
applicatae ipsis fient aequales; discrimen enim prodibit infinite parvum, unde 
coUigimus quaesitam curvam habere asymtotam et quidem rectam GV angu- 
lum rectum AGB bisecantem. Forma igitur huius curvae similis erit hy- 
perbolae aequilaterae centrum in G, axem GA et asymtotam GY habentis. 
Ex descriptione porro intelligitur curvam infra rectam GA productam sui 
similem fore ideoque rectam GA eius fore diametrum perinde atque hy- 
perbolae. Yerumtamen hoc facile perspicitur nostram curvam multo lentius 
ad asymtotam suam GV appropinquare quam hyperbolam. Nam in hyperbola 
aequilatera, cui nostram curvam comparamus, quaevis applicata PQ aequalis 
est rectae lineae AP\ unde, cum applicata nostrae curvae arcui AP sit 
aequalis, patet hyperbolam nostrae curvae fore circumscriptam, ita tamen, 
ut in initio et in spatio infinite se mutuo tangant. 
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9. His affectiordbus latius patentibus in genere notatis in ipsam bnius 
curvae natnram accuratius inquiramus ac proposita qnacunque abscissa GF — p 
valorem respondentis applicatae PQ = q investigemus ; qni cum expressione 
finita contineri nequeat, per seriem infinitam exMberi debebit. Sequens igitur 
resolvi oportet 


PROBLEMA 


10. Ex datis semiaxdbus GA et GF qmdrmtis elliptici GAF per seriem 
infinitam definire hngititdinem arcus quadrantis ATF. 


SOLUTIO 


Cum vocatus sit alter semiaxis AG=1, alter vero GF = p et arcus 
AYF=q, quaeratur primo arcus quivis indefinitus FY, qui vocetur = s. 
lam ducta ad GF applicata normal! YX sit CX = x et XY=y; erit 
ex natura ellipsis x = 
ds = V(dx^+ dy^) 

dyV(i-yy+ppyy) 

1/(1 -yy) 

unde integrando erit arcus 


pVil — yy) bincque dx == 


— yydy 

VG-yy) 


Piet ergo ob 


J dyVji 


■yy+ppyy) 


Vi^-yy) 


quae integratio ita institui debet, ut posito y = 0 fiat quoque s = 0, quia 
evanescente applicata XY^ij simul FY=s evanescit. Hoc igitur integral! 
invento si ponatur y= GA = 1, arcus indefinitus FY abibit in longitudinem 
quadrantis elliptici FYA = q, quern quaerimus, ita ut sit 





'.'^-yy+ppyy) 

Vi^-yy) 


7 


siquidem peracta integratione ponatur y = l. 


11. Ad institutum ergo nostrum non est necesse, ut quaeramus valorem 
integralis huius indefiniti, sed eum tantum, quern induit, si post integrationem 
variabili y tribuatur valor determinatus = 1; quo pacto series multo simpli- 
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cior valorem g exprimens obtineri poterit. Ponatur enim brevitatis gratia 
1 — pp == nn, ut sit Vil — yy -\-ppyy) = l/(l — nnyy), eritque banc formolam 
in seriem evolvendo 

V(l — nnyy) = 1 — 1 nnyy — ^ nSf — — etc. 

Quo valore substitute pro ]/(l — yy ppyy) arcus y ita exprimetur, 
ut sit 


r ^ 

J vn - 


y(i— «/*/) 


1 

— nn 

A 


/, 


2/2/ dy 


/(I — 2/2/) 




1 * 1-3 

¥“4*6 


r __ 

e) y{l-ijy) 


etc., 


siquidem in singulis his integralibus post integrationem ponatur y = l. 


12. Evolvamus ergo singula haec integralia; ac prime quidem ex circulo 
manifestum est formulam 


I 


dy 


/(l - 2/2/) 


exprimere arcum circuli, cuius sinus =y pro radio =1; unde posito y = l 
haec formula dabit quartam peripheriae partem, cuius radius = 1. Ideoque 
posita ratione diametri ad peripheriam =1 :n erit 


A 


dy 


Vi'i--yy) 


% 


sicque iam adepti sumus valorem primi termini in serie nostra ante inventa. 


13. Eeliqui termini pari modo per valorem n commode poterunt exprimi; 
cuiusvis enim termini integratio ad integrationem praecedentis reducitur; 
quod quo faciEus inteUigatur, consideremus formulam quameunque Sva^^)’ 


erit sequens J'— 


lam assumamus hanc 




ni- 


y(i — yy) 

cuius differentiale cum sit 


V0--yy)' 

formulam algebraicam 


(y. + l)yf^dy — {it + 2)f‘+^dy 

Vi^-yy) 

Lbonhabbi Euleri Opera omnia 1 20 Commentationes analyticae 
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erit vicissim 




yf‘dy 




y(l — 2/2/) 1/(1— 2/2/) 

unde colligimus fore 

r i/‘+^dy + l r y^^dy 

J Vd — uii) /^ + 2Jt/('1 — 


‘Ki-w), 




y{i-ijy) + Vii-yy) 2 ^ + 2 
Qnare invento integrali f , ^ ex eo facile elicitur integrale seqnens 

jy{t-yy) 

f-: ■ 


y(i - yy) 


14. Qnoniam vero eos tantum horum integralium valores desideramus, 
qui prodeunt posito y = 1, hoc casu quantitas algebraica 

— 2 / 2 /) 

evanescit eritque generatim pro casu y = 1 

r yf^+^dy ^ ii + l C y^^dy 

Jy(l—yy) 2^ + 2 J 1/(1 -2/?/) 


Substituamus iam pro fi successive valores 0, 2, 4, 6, 8 etc., et quoniam vi- 
dimus esse 

/ dy % 

y{i — yy) 2 ’ 

erit, ut sequitur, si 

1 IC 

Vil — yy) ^^y(i—yy) 2 2 

y^dy S f y^dy 1-3 it 

~~ 

1 - 3 -5 % 


.=0 f ^ f 

^ ’ JV(i-yy) 2 J 1 

= 2 f ^ f~ 

' J y(l—yy) AJ ^(l-yy) 

= 4 f ^ C. y^'^y 

’ J Vd — vv\ 6 J ] 






fl 


V(l—yy) 6 ^ 1 /( 1 — 2 / 2 /) 2 - 4- 6 2 

g r fdy ^ 7 r y^dy _ 1 • 3 ■ 5 • 7 a 

’ J l/(i — yy) 8 J 1 / 


1^(1 — yy) 2 • 4 ■ 6 • 8 2 ’ 


unde lex, qua sequentes progrediuntur, sponte elucet. 
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15. Quodsi iam isti valores pro formulis integralibus, ex quibus longitude 
quadrantis elliptici g conflari inventa est, substituantur, reperietur 


2 = 


It 


7t 


1 1 
¥ ^^2 2 


11 

2-4 


1-3 


7t 1*1‘3 f. 1'3‘5 

. , 

2 2 * 4-6 2 * 4*6 2 


etc., 


quae ad sequentem seriem satis concinnam revocatur 


9' = 



11 

2-2 


n 


1-1-1-3 4 


ia-l-3-3j^ 6 
2 ■ 2 4 -4 • 6 • 6 ^ 



cuius lex progressionis est manifesta. Eestituatur ergo pro nn suus valor 
1 — pp eritque 



11 

272 


(1 —pp) — 


111-3 
2 -2 -4 -4 


{l—ppj — 


1-1-1-3-3-5 


{l—ppf— 



16. Cum pro curva nostra AQDq littera^ exhibeat abscissam CP et littera 
q applicatam PQ, iam adepti sumus pro ista curva aequationem inter eius 
coordinatas p et q, quae, etsi serie constat iufinita, tamen non solum eius 
naturam in se complectitur, sed etiam valores applicatae q mox satis ac- 
curate exhibet, si abscissa p parum ab unitate differat; hoc est, cum sit 
CB = GA = 1, si punctum P ipsi B fuerit proximum; turn enim ob 
1 — 2 )p = nn quantitatem valde parvam series inventa valde convergit. 


17. Hinc igitur indolem nostrae curvae prope punctum JD, hoc est eius 
directionem et curvaturam definire poterimus. Prime enim patet, uti iam 
vidimus, si p = 1, fore q = ita ut sumta abscissa CB = 1 sit applicata 

^ ^ = 1,5707963267948966. 

2 


Deinde ad positionem tangentis inveniendam quaeratur ratio differentialium 
dq:dp, quae per differentiationem reperitur 


dq 

dp 



1 

2 


+ 


1-1 -3 
2 • 2 -1 


(1 —pp) + 


1- 1-3-3-5 

2- 2 ■4'-4-6 


(1 —ppf 


+■ 


1.1-3-3-5-5-7 

2-2-4-4-6-6-8 


(1 — ppy -f- etc. 


4 * 



ANIMADVEESIONES IN RECTIFIOATIONEM ELLIPSIS 


[130 


Posito iam p = l fiet || == -f-- Unde, si Z) (r sit tangens curyae in 
puncto Z>, cum sit BD : B G — dq: dp, erit BG = ^- BB = ~ • BD et ob 
BJ) = ~ fiet BG = 2 = 2BC et GG = BC. Sicque hoc casu subtangens 
BG erit dupla abscissae BG, et cum anguli BGD tangens sit 

= ^ = -^ = 0,78539816, 

dp 4c ’ 

erit angulus BGB^B8\ 8^ 45“ 4U“ 5lU 


18. Ad radium osculi sen evolutae in puncto B definiendum, cum sit ob 
~ = A elementum curvae 

dp 4 

V{dp^ 4 - dq^ = dpy(l-{- y|) , 

erit radius osculi 

At sumendis differentialibus secundis erit 


ddq_7t/i V 1-1 

d/ 2 \ 2 + 2 - 2 - 4 ^ W - 1 - 2.2 


3-3-5 


2-4-4'6 


X 

-jPP 




3-3*5 


2-4 ' 2-2-4-6 


(1 —pp) + ^ 


3-3-5-5-7 


2-2-4-4-6-8 


(1 —ppY + etc.) 

(1 — ppf + etc.). 


Posito ergo p = l erit 

ddq 3E / 1 3\ X 

'2 \¥ ~ A/ ~ 16 ’ 

Unde in puncto curvae B erit radius evoliitae 

qui "valor in numeris proximo reperitur = 10,470678. 


l) Editio princeps: 10,470672. 


Correxit A. K. 
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19. Potest Mnc adhuc alia series iaveniri, quae valorem applicatae PQ = q 
exprimat. Consideretur enim illud alterum curvae punctum q, pro quo sit 
abscissa Gp = P et applicata pq= Q) erit quoque ob P > 1 




1- 1 1 -3 

2- 2 -Til 


(PF-iy + 


lam vero supra notavimus, si sit P = ~, fore Q = -^; quare his valori- 
bus substitutis impetrabimus novam aequatiouem inter p et q, qua natura 
curvae pariter exprimetur, 




1- 1 (1 —PP) 

2- 2 PP 


1 • 1 ■ 1 • 3 (l —ppy . 1 ■ 1 • 1 • 3 • 3 • 5 (1 —pp)^ 

. — — — ^ [- 2—2.4.4.670 ■ 


■ etc, 




quae si cum ante inventa combinetur, iimumerabiles aliae novae aequationes 
obtineri poterunt. Yeluti si prior per p multiplicata ab hac subtrahatur, 
prodibit 

2 Pi - 2 P\2- 2 ^pp ^2^4^! P ^ ’ 

quae reducitur ad banc 

q=^^(l +p ) (1 i^_-pP) ^ l7l_-_3:3^6 {l+p^)(l- ppy 


P 


2.4-4 


2.4.4.6. 6 


p'^ 


etc 




vel cum series adhuc sit divisibilis per erit 


^ (1 +p) (1 +pp) 


P 


1 _ ^ (ItM (1 _ pp) . _ ppf 

4-4 PP -^^^^4.4-6. 6 i)* ^ 

_ 1-3-S-5-5.7 (l-Pi>+ y-p°) .. _ - , 

4-4 .6. 6. R. 8 »>«' PPj + etc. 


20. Manifestum autem est has series parum subsidii afferre, si applicatas 
invenire velimus, quae longius a BD, quae abscissae jp = 1 respondet, sint 
remotae; si enim pro p ponatur numerus vel valde magnus vel valde parvus, 
series inventa vel parum admodum convergit vel etiam divergit. Si enim 
inde longitudinem primae applicatae GA, quae abcissae p = Q respondet, de- 
finire velimus, serie primum inventa uti conveniet, quia in reliquis termini 
evadunt infinite magni. Habebimus igitur pro hoc casu .p == 0 


10 


1-1 


11-1-3 1-1-1-3-3-5 1-11-3-3-5-5-7 


etc 




2-2 2-2-4-4 2-2-4. 4-6-6 2 - 2 • 4 - 4 - 6 • 6 • 8- 8 
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quae tam lente convergit, ut, etiamsi plurimi termini actu colligerentur, tamen 
verus ipsius q valor, quern novimus esse = 1, inde difficillime agnosei posset. 

21. Quauquam autem nunc quidem novimus esse 

i-i_ii-l-3_ 1-1-1-3-3-5 _ ^ A 

^ 2 • 2 • 4 • 4 2 • 2 • 4 • 4 • 6 - 6 ‘ « ’ 

tamen inventio summae huius seriei non parum ardua videtur, si a priori 
tentetur. Veritatem quidem ex formula, quam quondam Wallisiijs pro car- 
culi quadratura dedit^), intelUgere licet, si termini ab initio in unum colli- 
ffantur: sic enim prodit 

^ 2-2 2-2’ 

1.3 1 • 1 • 1 ■ 3 _ l -3-(4.4— 1 -1) ^ , 

2-2 2.2.4.4 2-2.4.4 2.2.4.4 

l-S-S-S 1-1-1-3 • 3 • 5 _ 1 ■ 3 • 3 • 5 • 5 • 7 ^ 

2.2 .'4 - 4 ~ F- 2 •4-4. 6-6 2-2-4-4-6-6’ 

unde valor seriei in infinitum continuatae erit 

1.3-3.5-5-7-7- 9- 9 •11-11 -13-13 . 

F- 2 ■4- 4 ■ 6 • 6 • 8 • 8 • 10 • 10 • 12 • 12 • 14 . 

quae expressio cum sit ipsa Wallisiana, patet summam nostrae seriei esse 
== -? . Interim tamen iuvabit tradere methodum banc seriem aliasque similes 

a priori summandi. 


PEOBLEMA 

22. Invenire summcm huius seriei infinitae 

^ 2-2 2-2 -4 4 2-2-4-4-6-6 

cuius lex progressionis prime intuitu est manifesta. 


l) I. Wallis (1616 — 1703), AntJimdica mfiniiorum sive nova mefhodus ingutrendi, ^n cur- 
vilmeorwm quadrafuram aliague Mffidliora Maiheseos proWemata-, Opera, T. 1, p. 355, inpnmis 
p. 469. A. K. 
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SOLUTIO 

Ponatur sumina huius seriei, quae quaeritur, = s, at sit 

1-1 1 - 1 - 1-3 1 - 1 - 1 - 3 - 3-5 , 

^ ^ 2 • 2 • 4 • 4 2 • 2 • 4 • 4 - ’6 • 6 ' 


lam eligatur series, cuius summa constat et cuius coefficientes iam in Ms 
terminis contineantur. Cuiusmodi est haec 




y(i—xx) 

Erit ergo per differentiate quodpiam dP multiplicando et integrando 


/: 


dp 


P + + etc- 


)/(l — xx) 


Nunc differential hoe dP ita definiatur, ut, si post integrationem ponatur 
X = 1, fiat 

JxxdP= — ^ P 

S^‘dp-+\f^ip — 


quo facto si hi valores substituantur, habebitur 

dP 1-1 1-1-1-3 1.1-1-3-3-5 




ideoque 


]/(l — xx') 


PI 


1-1 

2-2 


2-2-4-4 2-2-4-4-6-6 


etc.^ 


h 


dP 


= Ps, 


y{i—xx) 

si quidem post integrationem statuatur a: = 1. 


23. Hue ergo res redit, ut quaeratur formula differentiahs dP, ut 
superioribus conditionibus satisfiat seu ut in genere sit 
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si quidem post integrationem utramque ponatur x = l. 
conditione sit 




tr} 
11 + 2 


J x^dP -+■ 


Y+2’ 


Omissa igitur hac 


abi Q eiusmodi sit functio ipsius x, quae evauescat posito x = l. Capiantur 
ergo differentialia eritque per dividendo 

xxdP=^^- dP H- ■ y^9+(^ + ^) 

11 + 2 (1 + 2 

seu 

0 = (jii — 1) dP — (^ + 2) xxdP -f xd ^ + 1) Qdx, 

quae aequatio, cum locum habere debeat pro omni valore ipsius ju, resol- 
vetur in has duas 

0 = dP — xxdP-+ Qdx 
0 = — dP — 2xxdP xdQ Qdx, 

unde fit 

— Qdx xdQ + Qdx 

1 — XX 1 + 2xx 
et 

xdQ(l — xx) = — Qdx (2 + xx). 

Quare cum sit 

dQ dxQ2+xx) 2dx Sxdx 

Q 35(1 — xx) X 1 — XX^ 

erit 

^ _ (1- et dP=^y{l — x x). 

XX XX ^ ' 


24. Verum Me notandum est, etsi valor ipsius Q evanescat posito x = l, 
tamen casu ^ = 0 quantitatem algebraicam non evanescere, si ponatur 

flj = 0; quae tamen conditio aeque est necessaria atque altera, ita ut hoc casu 
non sit J'xxdP = — yP. Cum autem reliquae formulae, quibus > 0, locum 
habeant, a formula j' txdP erit incipiendum eritque 

Jx*‘dP = ^ JxxdP 

fx^dP = jfxHP=~fxxdP 

fxHP = I fx^dP = y^fxxdP 
etc., 
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unde habebitur 

m 

At est 

L . 1-1-3 . 11-3-3-5 

2 ~ 

ideoque 


+ 


2.4-4 ' 2.4.4.6.6 
dP 


+ etc. = 2 (1 — s) 




At ob dF=-^y(l-xx) erit 


p = (7 — ^ — A sin X, 

X 

fxxdP^fdxVil — xx) = ^kBVXx-F^xyil — xx) 


et 


A 


dP 


y(i—xx) 


= D 


ubi constantes (7 et D ita accipi debent, ut integralia baec evanescant posito 
x = 0; quanquam antem utraque seorsim fit infinita, tamen coniunctae se 
mutuo destruent. Erit enim 


r dP 

J V(l-: 


D 


^- + A 


sin a?; 


]/(i —xx) 

quae ut evanescat posito x = 0, debet esse D = C ideoque posito iam a? = 1 fiet 


h 


dP 


_p=_iq_^ 

y{l—xod) ^ 

et quia eodem hoc casu est JxxdP=^, prodibit 


.l + f = 2(l-s)5 = | 


7C 


Mncque colligitur fore ^ ® ^ ® 

1 


2 


seu 


2 “ - -- - ^ 

1-1 l-l-l-S l-l- 1- 3. 3-5 

2T2 ~ 2-2.4.4 2.2.4.4.6.6 


etc. 


JC 


uti ex rei natura iam conclusimus. 

Leohhabdi Buleri Opera omnia Iso Commentatioiies analyticae 
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25. Quoniam igitur eruimus in ipso initio esse applicatam cnrvae CA = 1, 
indolem hnius curvae prope punctum A indagemus sen in valorem appli- 
catae g; inquiramus, si abscissa p fuerit valde parva. In bunc flnem pona- 
mus iterum 1 — pp — nn, et cum sit 




% 

Y 


1-1 
2 '*2 


nn 


1- 1 -l-S 4 1-1-1-3-3-5 . 

2- 2-4-4 2-2-4-4.6-6 



et quia novimns fore proxime 2 = 1? addamus aequalitatem modo inventam 


0 = 1 _ If f 1 _ 1:1 _ 1 a __ 1 -1-1-3-3- 5 
2 \ 2-2 2 - 2 - 4-4 2 - 2 - 4 - 4 - 6-6 

atque habebimus 



g = 1 



l-l-l -3 

2’:¥“4~4 


( 1 -#) + 


1-1-1-3-3-5 
2 • 2 • 4 • 4 • 6 ■ 6 


(1 — vA) + etc.^ ; 


cuius seriei cum singuli termini sint per 1 — nn=pp divisibiles, reducetur 
haec expressio ad hanc 


7C 


^ = 1 H- 


1 4- 1-1(1 + nn) + 


+ 


4-4 
1-3-3-5-5-7 


4-4-6- 6-8.8 


4-4-6- 6 
(1 + fA -f- -4- W®) + etc. 


26. Quodsi in hac expressione singuli termini ad potestates ipsius n 
evolvantur, reperietur 




i + jPI>i 


1-1 1-1-1-3 1-1-1-3-3-5 1.1-1-3-3-5-5-7 .■ 

"I" 2 - 2 2 - 2 - 4 ■ 4 2-2 - i- 4 - 6 - 6 *1” 2 - 2 • 4 - 4 -6 ■ 6 - 8 - 8 

, 3 /I -1-1-3 , 1-1-1.3-3-5 , 1-1-1-3-3-5-5-7 , , \ 

' ^ V2 -T ~4- 4 2 - 2”:^4 - 4~ 6^ 2 - 2 - 4 ”4 - / 

, 4/I-I-I-3-3-5 , 1-1 •1-3-3-5-5-7 , , \ 

I" ^ V 2 - 2 - 4 - 4 ■ 6 - ^ 2 - 2 - 414-6-6^8-8'^® / 

, 6/1-1-1-3-3-5-5-7, ,\ 

+ «Hrir4Tr.e;6r8:8 + «te-) 

etc. 


At ex supra inventis babemus summam primae seriei 


l-l,l-l-l-3,l-l-l-3-3-5,„^„ ^ 2. 

2 2 2 2 4 4 2 2 4 4 ^ 6 — ^6 ^ 
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quae si prime termino multetur, prodibit secunda, quae est coefficiens ipsius 
nn, ita ut sit 

. etc = - A- 

2-2-4-4~2-2-4-4-6-6“ 2-2 %' 

haec denuo primo termiuo multata dabit coefficientem ipsius it, nempe 

1-1-1-3-3-5 _l-3-3-5 2 

2 ■ 2 • 4 • 4 • 6 • 6 ® “ 2 • 2 • 4 • 4 ® 

similique modo coefficiens ipsius erit 

1-3-3-5-5-7 2 

~ 2”T^ 4 ■4^-6 


et ita porro sicque tandem obtinebitur 

V 3t/^\2-2 %) ~\2-2-4-4 Tt) \ 

I A -3-3-5- 5-7 
V2-2-4-4-6.6 


1 I ® 

1 q_ 


+ etc. 


vel erit 


2 = 1+ 


{(% , /1-3 % . /'1-3-3-5 % 

(2 - 1) + VaTi ■ 2 - 1) »» + (sTFITi ■ 2 - 1 ) " 

+ (L_3_:l:i:i44_i)„. + etc. 

^\. 2 - 2 - 4 - 4 - 6-6 2 1 ^ 


27. Ponamus iam Me « = 1, ut obtineamus aequationem huius fonnae 
g = 1 -j- jLjpj), qua natura curvae prope punctum A exprimitur; cum enim 
coniectare liceat veram aequationem futuram esse buius formae 

q = l + App-\-Sp^-^ Gp^ + + etc., 

si abscissa p valde parva assumatur, reliqui termini praeter binos primos 
ommitti poterunt atque ex aequatione q = l-\- App tarn positio tangentis 
quam curvatura in puncto A colligi poterit. Posito enim AE = x, BQ = y 
erit 2 = 1 + ^ P = y ideoque, si arcus AQ Merit minimus, is cum para- 
bola confundetur, cuius aequatio x = Ayy seu yy = ac propterea j- para- 
meter. Unde sequitur tangentem curvae in A fore ad rectam AC perpendi- 
cularem et radium osculi ibidem esse =^1' 


6 
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28. Hie igitur coefficiens A reperietur, si in superiors serie, per quam 
quantitas pp multiplicatur, ponatur n = 1, ita ut sit 

^ - (f - 1) + (^ ■ I— i) + - 1) + • 

quae autem, si eius summatio tentetur, tarn parum convergens deprehenditur, 
ut eius summara adeo infinitam suspicari debeamus. In. bac autem suspicione 
eo magis confirmamur, si seriem prime (§ 15) inyentam secundum dimensiones 
ipsius p evolvamus, unde fit 


+ PP 


1 - 1 - 1-3 1 - 1 - 1 - 3 - 3-5 , 

2 - ' 2 - 4-4 2 - 2 - 4 - 4 "- 6-6 

'2 - 2 “^ 2-2 •' ~4 ~- 4 ■ 2 ’• 2 • 4 • 4 ■ 6 • 6 

1-3 1 . 1 . 1 - 3 - 3- 5 3 ■ ~ 

4 - 4 ^ 2 - 2 - 4 - 4 - 6-6 

etc. 


A • 1 • 1 ■ 3 
i ; 2 . f-'i 


3 — b etc. 


29. Hinc ergo coefficiens ipsius pp in aequatione generali pro curva 
g = 1 + App + Bp* + Cp^ + Dp^ + etc. 

erit 

. ji:/'l.l.,,l-l-l-3^,l-l-l-3-3-5o, 

- Y (y. 2 • 1 + YY. 4 : i • 2 + Y Y-YTY-.T-Y ' ® ) 

seu 

. 3t /I 1-1-3 1-1-3-3-5 , 1-1-3-3-6-5-7 , . \ 

4: \ 2 " ^ • 2 • 4: ' 2 * 2 ■ 4 • 4 • 6 2 2*4*4*6*6*8 " 6tjC.y 

similique mode et reliquos coefficientes B, G, B etc. ex hac serie eruere 
licebit. Verum hoc labors supersedere poterimus, cum liqueat non solum 
coefficientem A, sed etiam omnes reliquos prodituros esse infinites. Per- 
spicuum hoc fiet ex solutions huius problematis. 


PROBLEM! 

30. Invenire summam Jiuius seriei infinifae 

1 , 1-1-3 , 1.1.3-3-5 , , 

S = Y + 2 72-74 + 2^214:7:6 + 
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■ut sit 


SOLUTIO 

Assumatur ad hanc summam s inveniendam haec formula 
1 . , 1 , 1-3 ^ , 1-3-5 s , , 

1?^.) - 1 + T** + 2.7* + 




■|/(l — a;a;) 

sitque, si post integrationes singulas ponatur x = l, 

3 


fxxdF^~~P 

dP = g- JxxdP - 

fx^ dP=~fxHP- 
etc. 


il^P 

4-6 

3- 5-7 

4- 6 -I' 


hincque fiet 


f -if _ P fn- 1:1 + + ‘.:l:ll¥i:l + etc, 

J ■^I’-+2.4+2.4.*.6 + 2.4.4.6,6.8 


sive 


r ^___2Ps; 

J Vd —XX) 


]/(! —xx) 

uude invento P reperietur s, si post integrationem ponatur jc == 1. 


31. Cum igitur generaliter esse debeat 

y>4.^P=?±l/4fdP+llS, 

dummodo Q eiusmodi sit functio, quae evanescat posito x = l, erit 
(jit + 1) xxdP = (p- + 3) dP xd Q (lA 1) Qdx, 

unde duae sequentes aequationes conficiuntur 

xxdP = dP -j- Qdx 
4:XxdP — ZdP -|- xd Q -t- Qdx 
et 
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Mncque elicitur 


et 

Quare habebitur 


dQ 2dx — Sxxdx 2 dx xdx 

Q x(t — xx) X 1—xx 


Q = — xxVil — xx). 


dP- 


xxdx 
l/(l —xx) 


et 


dP 


xxdx 


y(l — xx) 1 


= — dx -\- 


dx 


■XX 


-XX 


Fiet ergo P=-^-n, si post integrationem ponatur a;=l, at 

r dP ,1 ,1+a: 

Jw^) — 

cuius valor posito x = 1 fit utique infinitus. Erit igitur s = oc seu sur nm a 
seriei propositae infinite magna. 


32. Quia igitur coefficiens A ipsius pp in aequatione 

g- = 1 + Ap^ + Bp^ + Cp^ + etc. 

est infinitus, radius osculi curvae in puncto A utique erit infinite parvus. 
Verum praeterea haec aequatio, in qua omnes omnino coefficientes A, B, C, 
D etc. fiunt infiniti, nihil plane ad curvae cognitionem confert. Quia enim 
radius osculi curvae in A est infinite parvus, natura curvae circa punctum A 
huiusmodi aequatione 2 = 1 + aj)’” exprimetur, in qua exponens m binario 
sit minor, verumtainen unitate maior; sed ex omnibus, quae hactenus sunt 
tradita, nulla via patet, qua tunc exponentem m scrutari queamus. Cum 
enim is numorns integer esse neqneat, nulla serieruin, quas pro q eruimus, 
ita est comparata, ut ex ea potestatem ipsius p irrationalem elicere liceat. 

33. Hinc intelligimus problema esse summopere difficile, quo aequatio 
tantum elenxentaris requiritur, quae naturam curvae propositae AQDq saltern 
oroxime circa, nnrictum A exMbeat. Notum est enim, si ponatur Alt = a; et 

lerit curva AQ, naturam minimae eius portiunculae circa 
3 quatione = Ax comprehendi posse, siquidem curva 
rvis autem transcendentibus certum videtur quasvis 
culas cum arcubus curvarum algebraicarum comparari 
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posse. Quare in nostra curva, etsi est transcendens, hoc eo magis minim 
videri debet, qnod nulla huiusmodi formula y^^Ax exhiberi possit, quae 
saltern minimae eius portiunculae circa A sitae naturam declaret. 


34. Hunc nodum ut resolvamus, aequationem nobis finitam inter coordi- 
natas p et ^ investigare oportebit, quae etsi, ut facile praevidere licet, ad 
differentialia secundi ordinis exsurget, tamen ad accuratiorem curvae cogni- 
tionem magis erit accommodata. Eliciemus autem huiusmodi aequationem, 
quae numero terminorum flnito constet, si seriem prime inventam ad summam 
revocabimus. Cum enim posito 1 — pp = nn sit 


2q 

n 


1 — 


IjJ. 

2-2 


nn — 


l-i-l -3 
2^2 • 4 • 4 




1- 1-1-3-3-5 

2- 2-4-4-6-6 


— etc.. 


erit differentiando 


2dq 


1 -1 


-n- 


1-1-1-3 5 1-1-1-3'3-5^5 

— n 

2-2-4 2-2-4-4-6 


etc., 


quae per n multiplicata denuoque differentiata dat 

— 1-1« 


2 

%dn ' dn 


1 ^ . 1 . 3^8 _ • 3 • — etc. 


2-2 


2-2-4-4 


Multiplicetur haec per ^ ac rursus integretur; erit 


, p _ d. 

J n 


ndq 

dn 


In 


1-1 

2-2 


i . 1^3 _ iiliii?. . 3 — etc. 


Multiplicetur per et integrando prodibit 

2 CiP Cl d — = 1 — H 
It J J ft ' dn n 2-2 


n 


2-2-4-4 


1-1-1-3 


w 


■ etc. , 


2 2 • 2 ■ 4 • 4 

quae series enm sit ipsa proposita per n divisa, erit 

2 C^l Cl = sell f ~ fi. c?. — = — ■ 

~7t'J J n ‘ dn 7cn J J n dn n 


35. Sumamus nunc differentialia habebiturque 


dn ndg 

J n ’ 


ndq — qdn 




nndq 

dn 


nq 


nn 


seu 
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porroque differentiando 

± = nd.^ + ndq — ndq — qdn 

seu 

(l — nn)d.^^ + qndn==0. 

Tfl.Tn ob 1 — nn—pp erit 

j dn pdp 

ndn = —pdp et “ = — 


imde fit 




Sumatiir iam dp constans; erit 


seu 


(1 —pp)ddq _ dg(l +pp) qdp ^ ^ 

PP P 

n(l-pp)ddq — dpdq(l + pp) pqdp^ ^ 0. 


36. En igitur aequationem differentialem secundi gradus pro curva pro- 

^ ' p(l — pp)ddq — dpdq(^ pp) -\r pq^P"^ — 

ex qua potestas ilia ipsius p in aequatione g = 1 + Af'’ elici debet, si ab- 
scissa p valde parva statuatur. Cum igitur fiat 

dq = mAp'"-~'^dp et ddq = m{m — 1) Ap'"~^dp^, 

orietur , , 

ot ( w — mAp'^'^A-P 1 Q 

sen V . , . 

m (m — 2)Ap’"~'^ — {mm — l)Ap^ A-P == 0- 

^■>beret ergo esse m = 2, ut terminus Ap”''^ cum p comparari posset, sed 
obtinetur a1 = cvd; praeterea vero bine perspicitur exponentem m 
) numerum fractum esse posse, ita ut bine difficultas supra me- 
ageri potius quam tolli videatur. 
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37. Quodsi regulis consuetis uti velimus ad aequatioaem mveatam in 
seriem evolvendam, qnae secundum potestates ipsius p procedat, quoniam 
novimus primum seriei terminum esse =1, nnllam aliam formam inde col- 
ligere licet nisi hanc 


unde fit 

dq 


dp 

et 

ddq 


If 


g = 1 + Ap^ + Bp^ + Gp^' -f Dp®+ etc., 

2 Ap + + 6 Cp^ 8Dy + etc. 


qui valores in aequatione substituti praebebunt 


A- ‘iAp A- 12 Bp^ + 30 0/ 4- 56 Dp’ + etc. 1 


— 2A 
— 2A — 4:B 

— 2A 
1 -|" 


— 12D — 30C 

— 60 - 8D 

— 4D - 60 

A- B A- G 


— etc. 


— etc. 


= 0 , 


— etc. 


-1- etc. 


unde omnes coefficientes A, B, C etc. prodeunt infiniti. 


38. Hinc igitur videmus regulas ordinarias, secundum quas vulgo forma 
seriei, in quara aequatio differentialis transmutanda sit, diiudicari solet, non 
esse sufficientes, cum hoc casu nullam afferant utilitatem; unde nostra 
aequatio eo maiorem meretur attentionem. Seqnenti tamen modo ex ea 
natura curvae prope punctum A coUigi poterit, ex quo simul intelligetur, 
quemadmodum quoque in aliis casibus defectus iste regularum usu recep- 
tarum suppleri eaeque ad praxin accommodari debeant. Quia enim abscissam 
p h.ic pro infinite parva habemus, in aequatione pro 1 pp et lA-j?l> ponere 
licebit 1, et quia novimus esse hoc casu proximo 2 ==!; quantitate finita 
q unitatem scribamus; quo facto aequatio differentio-differentiahs mventa pro 
casu, quo abscissa p est minima, sequentem induet formam 

pddq — dpdq + P'^P^ == 0- 
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40. Nunc igitur naturam curvae prope initium A aequatione simplici defl- 
nire possumus; si enim vocemus AJR = x et BQ = y, dh jy = y et q = ^ 

orietur haec x = — ad quam aequatio generalis pro curva revocatur, 

si coordinatae a: et y sint quam minimae. Patet igitur ne minimum quidem 
arculum circa A tanquam portiunculam curvae algebraicae spectari posse, 
sed eius naturam logarithmos implicare. Et quoniam aequatio logarithmica 
in exponentialem transformari potest, initium curvae nostrae A commune 
erit cum linea transcendente, cuius aequatio est sumto e pro 

numero, cuius logarithmus hyperbolicus est =1. 


41. Aequatione bac x = — ^yyly confirmantur quoque ea, quae supra iam 
de affectionibus buius curvae in puncto A notavimus. Primo enim patet, si 
sit y = 0, fore quoque yyly ac proinde x — 0, etsi boc casu sit ly == — cv>. 
Deinde cum sit dx = — ydyly — \ydy, quia y incomparabibter est minus 
quam yly, erit dx = — ydyly ac propterea = posito y = 0; unde 

patet tangentem curvae in A ad abscissam Alt esse perpendicularem. Porro 
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ellipsis 


cum ait subnormalis == rl 

UGq^uetur, ob ly = gj y — q 
esse infinite parvum. 


iiocque casu subnormalis radio evoliitae 
manifestum est radium osculi cuiTae in A 


4/. M.axime antem differt haec curva a nirvici fiirraKi-o* • 

quoque habent radium oscub evauesceutem. CurrlL Sm’T h ''' 

quae bac indole gaudent, natnra circa iniHum A huiasmodi 

outer .-a,, e^etente ».< 2 , attameu «>“ “?"■ 

id^ue” ”* 


dx a (2 — G))^^~ 


^ CO 


ob '- — O; at radius osculi, qui subnormal! ^aequalis est, erit =~-^ - = 0 

Pro nostra vero curva radius osculi inventus est = nnde raSultcuU 
evanescens in curva algebraica quacunque erit ad radium osculi in nostrae 
curvae puncto A ut -y'-^ly ad a(2-«,), hoc ‘est ut 0 ad 1; quantumvis 
emm exiguus sit exponens co, casu y = 0 semper est etiamsi sit 

Zy=_0N3. Quare in nostra quidem curva radius osculi in A est infinite 
parvus, sed tamen infinities maior est quam radius osculi evanescens in omni 
curva algebraica. 


43. Cognito iara initio seriei, qua valor applicatae PQ = q per abscissam 
GP = p exprimitur, scilicet 

y=l—^pplp A-App, 

non difficile erit Mnc formam totius seriei colligere. Cum enim ex aequa- 
tione differentio - diflferentiali intelligatur sequentium terminorum potestates 
ipsius p binario crescere, valor ipsius q generatim gemina serie infinita ex- 
primetur eritque 

g- = 1 -j- Ap^ + + Gp^ + Dp^ + etc. 

— applp — ^p'^lp — ypHp — $pHp — etc., 

in qua quidena nunc iam novimus esse a = 4-- 

Jd 


6 * 
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44. Oum igitur yerus valor ipsius q duplici serie contineatur, ut utramque 
seorsim eliciamus, ponamus 

q = r — sip 

eritque differentiando 

dq = dr — ^^-dslp, ddq = ddr — -f — ddslp. 

Hi valores in nostra aequatione differentiali 

pil —pp)ddq — dpdqil pp) -\-pqdp^ = 0 

substituantur ac termini per Ip affecti seorsim nihilo aequentur; hoc modo 
duae obtinebuntnr aequationes 

1. p{l — pp)dds — (1 pp)dpds psdp^ = 0, 

11. p(l — pp)ddr — (1 pp)dpdr -\-prdp ^ — 2 (1 — pp)dpds — — = 0. 

- 2 ^ 


45. Ad has aequationes resolvendas ponatur 

r == 1 + Ap^ + Bp* + Cp^ + Bp^ + etc. 
s= ap^ + djp® -f- ejp“ + etc. 

eritque differentialibus sumendis 

/J ty> 

= 2Ap + 4J5^® + 6 Cp^ -b SBp’’ + etc. 

= 2A + 12 Bp^ + BOGp* 4- 56 D/ + etc. 

oh s 

==2ap + ^YP^ + 8 dp'' + etc. 

= 2« -b 12/?^^ + myp* + 56 d/ + etc. 


His valoribns substitutis prima aequatio abibit in hanc 


2ap + 12/?/+ 30j//+ 56d/+ 90e/+ etc. ' 

— 2a —12p —30/ — 56d —etc. 

2a - 4/? — 6/ — 8d — lOe — etc. 1 = 0. 


— 2 a — 4/? — 6/ — 8d — etc. 

+ G+ /? + / + d+ etc. ^ 
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46. Si iam singularum potestatum ipsius coefficientes nihilo aequales 
ponantur, erit 


2a— 2a = 0; 
8/3 — 3a = 0; 

247 - 15 /?= 0 ; 

48(y — 35/ = 0; 

SOe — 63()' = 0; 
etc. 


a manet mdeterminatum 




1 - 

2 


3 




e == 


a 


6 

7 

8^ 


4 

7 

8?' 
9 


1 ^ • 3 

2^4 T- ^ 


1 - 3 - 3 - 5 - 5-7 


2 . 4 - 4 - 6-6 -8 


a 




1 - 3 - 3 - 5 - 5 - 7 - 7-9 


2 - 4 - 4 - 6 - 6 - 8 - 8-10 

etc. 


a 


Si igitur valor coefficientis primi a constaret, quern quidem iam vidimus 
esse =Y, omnes sequeutes coefficientes y, 3 etc. forent cogniti. Verum 
resolutio alterius aequationis quoque hunc nobis valorem ipsius a pate- 
faciet. 


47. Substitutis enim seriebus ante traditis in altera aequatione proveniet 


2^1^ 

A12Bp 

® + 30 Cp 

^4- 56jDj3 


mEp 


etc. 


— 

2A 

-12B 

— 30C 

— 

56 D 

— 

etc. 

— 2 A 



AB 

- 6(7 

— 8J) 

— 

10 

— 

etc. 


— 

2 A 

— 4J5 

— 8G 

~ 

8D 

— 

etc. 

+ 1 

+ 

A 

-H B 

+ G 

+ 

D 

+ 

etc. 

— 4a 

— 

8/3 

— 12y 

— 16(3 

— 

20s 

— 

etc. 


+ 

4a 

+ 8^ 

+ ISj' 

+ 

16 d 

+ 

etc. 

+ 2a 

+ 

2^ 

+ 2y 

+ 2d 

+ 

2e 

+ 

etc. 
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Unde simili modo elicitur 


2AL- 2^1+ 1 — 2« = 0; 

8B- 3A- 6/9+ 4a = 0; 

1 

hinc lit a = 

2.4 ./y-1 .3^ +2 

(2 

\ 2 • 4. y 

) Cf = 0 

24C-15J9-10/+ 8/i = 0; 

4-G 6' ~3..5i>' + 21 

^ 4 - G 1 

1/9=0 

48D - 35 (7 - 14 d + 12/ = 0; 

6-8 I)- - r>- 7(; + 2| 

V 6-8 / 

1^' — 0 

80Z-632)-18£ +16d = (); 

8.10+'- 7- 9/1 + 2( 


()' = 0 

etc. 

etc. 

^ 8 • 10 / 


48. Cognito igitur yalore ipaius a J altera series s, quae logarithmum 
ipsius f involvit, tota iniiotescit; erit euiiti 


fletque hinc 


a = 


1 

2 


' 2 • 2 ■ 4 • 4 • 6 

2- 2-4 -l- 6 8 

l-l-.-i-:5-r).5-7-7-9 
“ 2-2.4-4-«-G.8-B- 10 

etc. 


S — app -j- /?p'* _[_ _p _j_ gpio _J_ 


49. Quod autem. ad alteram seriem attiiiet 

r = 1 + _j_ ^ 

primus coefficiens hinc manet indeterminatus, cuius rei ratio est, quod 
as series ex aequatione differentiali secundi gradus elicuimus, quae duplici 
e erminatione indiget, ut ad nostrum, casum accommodetur. Quare yalorem 
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huiuB coefflcientis ^ ex ipsa curvae natura defiairi oporfet, eo aatem inveato 
reliqui innotescent ex his formulis, ad quas superiores redeunt: 



50. His autem omnibus coeffieientibus inventis ad datam quamvis abscis- 

sam CP==p valor respondentis applicatae ita definitur, ut sit 

S = 1 + -|- Ojp® -f jDji® + etc. 

— app Ip — (ipHp — ypHp — SpHp — etc. , 

quae series, si abscissa p hierit uuitabe multo minor, satis promte convergit, 
ut inde valor ipsius q cognosci queat. Hinc vero etiam applicatae, quae ab- 
scissis multo maioribus unitate respondent, definiri poterunt, quia abscissae 
-- respondet applicata | • Quare si abscissa unitate multo maior ponatur 
== P eique respondens applicata = Q, ob p == ^ et ^ = p ^ ^ erit 

= CP-'-f etc. 

+ aP-HP + ^P-np yp-HP ^ dP-nP-{- etc. 

Hinc si abscissa P fiat infinita, erit 

TT) I ccl/ JP ^ dip 

Q = P-{-^^ seu Q — P=-^, 

unde natura rami Bq in infinitum extensi et ad asymtotam GY appropin- 
quantis colligitur. 

51. Quia porro novimus, si p = 1, fore g, = Y’ aequatio 

inventa banc formam ob 11 = 0 induet 

- -- = 1 -j- P-f- C D JE etc. 
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Cum igitur yalor A nondum sit definitus, reliqui yero B, G, D etc. ab eo 
peiideant, haec aequatio conditionem contiuet, qua valor ipsius A determi- 
uatur. Ita scilicet valorem ipsius A comparatum esse oportet, ut sumrna 
seriei infimtae 1 + ^ + -S + 6'tc. fiat y- Verum si valores reliquarum 

litterarum B, G, D etc., qui ab A pendent, evolvantur, tam complicatae re- 
sultant expressiones, ut bine valor ipsius A neutiquam erui possit. 


52. Ad banc constantem A determinandam alia patet via, si datae cuius- 
piam ellipsis perimeter ex altera formula in numeris fuerit inventa. Quae 
metbodus cum requirat, ut omnes coefficientes in fractionibus decimalibus 
evolvantur, computo peracto reperietur 


a = 0,5000000000; 
/? = 0,1875000000; 
Y = 0,1171875000; 
d = 0,0854492188; 
£ = 0,0672912598; 
? = 0,0555152893; 
7] = 0,0472540855'; 
6 = 0,0411363691; 
t = 0,0364228268; 
X = 0,0326793696; 


A quaeritur 

B = 0,3760000000^ — 0,1093760000 
6’= 0,2343750000^ — 0,0820312500 
D = 0,1708984375 A — 0,0641886393 
B = 0,1345825195.4 — 0,0524978638 
F = 0,1110305786 A — 0,0443481445 
G = 0,0945081711 A — 0,0383663416 
E = 0,0822727382 A — 0,0337966961 ') 
I = 0,0728456536 A — 0,0301949487 
K = 0,0653587392 A — 0,0272843726 
etc. 


Hisque valoribus inventis, si abscissa sit CP=p, valor applicatae q ita 
definietur, ut sit 


q = lAAf-^ + Op' -f Bf + -f + Gp^^ + Hp^^ 
+ -f Kp^^ + etc. 

—pplpia + ^p^+YP^^ dpH 


1) Editio prineeps: 0,0337966962. 


Correxit A. K. 
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53. Deinde vero supra eiusdem applicatae q valorem ita inverdmus ex- 
pressum, ut sit 


7C 


1 _ ill (1 


1- 1^1^3 
'2'-"2'.4"4 


: (1 —ppY 


1 • 1 • 1 • 3 • 3 . 5 


2 - 2 - 4 - 4 - 6-6 


(1 — pp)* — etc, 




Isfuuc igitur ex utraque formula pro eodem quopiam valore ipsius p 
eruamus valorem ipsius q, ut deinceps ex aequalitate horuni duorum elicere 
queamus valorem coefficieutis A. Pro p vero non nimis exiguam fractioneni 
substitui conveniet, ne expressio posterior nimis lente convergat; tarn parvmn 
tamen assumamus, ut coefficientes pro superiore forma computati valori q 
ad 10 figuras inveniendo sufficiant. 


54. Ponamus ergo ad commodum calculi p — ; erit in logarithmis hyper- 

bolicis 


— ZjP == 1,60943791243. 

lam vero est 

app = 0,02000000000 

/jy = 0,00030000000 
yp® = 0,00000750000 
0,00000021875 
= 0,00000000689 


= 0,00000000023 

np^^ == 0,00000000001 


0,02030772588 coefficiens ipsius — If 
1,60943791243 


0,03268402394 productum. 

Deinde est 

= 0,04000000000^ 

Bp‘^ = 0,00060000000 — 0,00017500000 

Cj?" == 0,00001500000^ — 0,00000525000 
Dj,« = 0,00000043750 A — 0,00000016432 
0,00000001378 A — 0,00000000538 
Fp^^^ 0,00000000045 A — 0,00000000018 
0,00000000002 A — 0,00000000001 
0,04061545175 A — 0,00018041989 

1) Editio princeps : 0,00000000016. 2) Editio princeps: 0,00018041987. CorrexitA.K. 

Leonhardi Euleri opera omnia 1 20 Oommentationes analyticae 7 
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Ex his conficitur 

q = 0,04061545175^ + 1,03250360409 ^). 


55. IvTunc eundem valorem ipsius q ex altera aequatione quaeramus, et cum 
sitiJ=i-, erit l__^jt, = |; sitM« = |, erit 




7t 

¥ 




1-1 

2-2 


nn — 


111-3 

2-2-4-4 


nf' — 


1 - 1 - 1 . 3 - 3.5 6 

2- 2-4-4-6-6 



ponatur ad abbreviandum 


? = -y — — gw® — — g w“ — etc. 

Verum hoc casu ob nn = ^ series ista nimis lente convergit, quam ut hinc 
valor ipsius q satis exacte elici queat; quare, ut utrinque parem couvergen- 
tiam obtmeamus, ponamusiJ = ~, ut sit tarn ^i^am nn = j; cal- 

culum vero tantum ad 6 figui*as expediamus eritque 

= 0,500000^ 

Bp* = 0,093750^ — 0,027344 
Cp^ = 0,029297 A — 0,010254 
Dp^ = 0,010681 A — 0,004012 
Bp^^ = 0,004206 A — 0,001640 
Fp^^ = 0,001735 A — 0,000693 
Gp** = 0,000738 A — 0,000300 
Mp*^ = 0,000321 A — 0,000132 
Ip*^ = 0,000142^ — 0,000059 
Fp^^ = 0,000064^ — 0,000026 
Summa reliquorum: 60.4— 24 

Summa omnium 0,640994.4 — 0,044484 + 0,320497 + 1 

ergo ^ 

S' = 1,066592 4-0,640994^, 

1} Editio princeps: 1,03250360407. Corresit A. E. 
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at altera expressio dat = 1,350647, unde fit 


284065 

640994 


= 0,443147. 


56. Quanquam Me Talor non ultra 6 figuras extenditur, tamen casui non 
tribuendum videtur, quod iste numerus inventus 0,443147 a logarithmo bi- 
narii 0,69314718 unitatis quadrante 0,25 praecise deficiat. Quae coniectura 
si veritati esset consentanea, valorem litterae A ad plurimas figuras exMbere 
liceret; cum enim sit 

12 = 0,6931471805599453094172321, 
foret A = 12 — ideoque 


A = 0,4431471805599453094172321 . 


Quod autem valor coefficientis huius A sit revera =12 — sequenti modo 
demonstro haneque coniecturam confirmo. 


57. Compare scilicet arcum elKpticum A YF 
(Fig. 2), cuius semiaxes AG=1, GF=p, cum 
arcu parabolico AZ8 super eodem axe AG 
descripto, qui in A cum ellipsi communem 
habeat curvaturam. Sumta abscissa communi 
AX = x sit applicata ellipsis XY = y et para- 
bolae XZ = 0 ] erit 



ideoque 


y—jpV(2x — xx) et 0 =py 2 x 


dy 


pdx(l — x) 
Yi^x — xx) 


et 


dz = 


pix 

Y2x’ 


imde fit arcus elliptieus 


AY=fd.y{i+e^^), 

arcus parabolicus 

Az-fd.y{i+^). 


1 * 
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Constat autem esse 

Hinc, si ponatnr x= 1, erit arcus parabolicus 

AZS=^ ]/(l 4- 4- Ipp I 2 

V[^+^Pp)-i 

At in formulis integraKbus erit 


pp 

pp(S — 2 x)\ 

2x 

2x ) 


Quia autem comparationem non ad altiores ipsius p potestates extendere 
opus est quam ad secundam, coefficientes enim altiorum ipsius p potestatum 

ex minoribus lam definivimus, reiectis terminis, qui continent p^ et altiores 
potestates, erit 


ideoque 


l/fl 4 - = l/fl 4 _ 

' V 2x — a:x J y\ ^2x) 4(2— ic) 


1 1 2 X 

— -ppx — -ppl~~^. 


integralibusque actu sumtis 
A r_ *p(i +|£) + 

Ponatur iam x = l, ut prodeat arcus A TP = q] erit 

g = l/(l 4- ~pp) 4- \ppl (y (l 4- jpp) 4- 1) 

— jppl{y (l 4- jpp'j — l) — jpp 4- j-ppl2. 

58. Iam quoniam ad altiores ipsius p potestates non respicimus, erit 

l/(i + jpp) = 1 + Ypp> 
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unde fiet 

^ = 1 + + jPPT' (2 + - \ppl\pp - \PP + \PP^^^ 

ubi pro l{^^-{-^pp) = l'i-\- \pp scribere licet Z2, ita ut sit 

S'— i — ^pp-v^pp^^ — \pp^p + ^ppi'^ 

seu 

^ = 1 — ^pplp -^pp (12 — j) , 

unde perspicitur coefficientem ipsius pp, quern ante littera A indicavimus, 
esse =12 — ^, omnino uti ex casu ante computato coniectnra sumus consecuti. 


59. Pro curva igitur initio proposita AQDq (Fig. 1, p. 22), si fuerit 
abscissa CP = p et applicata PQ=q, erit 

2 = 1 - 1 - App -f- £p*‘ -b Gp^ “b “b Pp^'^ “b ©tc. 

— (app -b jdi?* -b YP^ + dj)® -b sp^^ -b etc.) Ip, 


ubi coefficientes ita determinantur 





G = 
1) = 
E = 
F = 


1 - 3 

2 - 4 

3 - 5 

4 - 6 

5 - 7 

6 - 8 

7 - 9 

8 - 10 

9 - 11 

10 - 12 


A — ^(a — 0)A-j-j-, 

D _ (rf _ S) + 1 . i.; 



/3 = 


1-3 

■^.4 


a 


r = 




3 - 5 

4 - "6 




5 - 7 

6- 8 ^ 


8 = 




-8^10^^ 

9-11 

16 -12 ® 


etc. 
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Series haec yalde convergit, si abscissa p fuerit fractio valde parva, sin antem 
sit nnitate multo maior, iisdem manentibus coefficientibus erit 


? = ^ + |- + etc. 

+ (|’ + F + ?■ + F ^ 


60. Verum si abscissa p non multum ab unitate discrepet, nti conveniet 
hac serie supra § 26 inyenta 


3 = 1 +-PP 




•3 

2 


¥ 


i) (1 —pp ) + 


A • 3 • 3 ■ 5 
V2 • 3 • 4 • 4 




1- 3-3-5-5-7 3t 

2- 2-4-4-6-6 '¥ 


(1 — PpY etc. 



quae etiam ex natura ellipsis in banc convertitur 


3 



_ 1 ^ -pp) 4. A-3-3 -5 ^ 
V 2 - \2 ■ 2 2 / jpp \2 • 2 • 4 • 4 2 


\ (l -ppf 


/1-3-3-5-5-7 
1.2-2 •4- 4- 6-6 



{1—p py 

«6 


-b etc. 


unde, prout faerit vel _p>l vel ^><1, earn eligere licet, cuius termini vel 
iisdem signis procedant vel alternantibus. Plerumque autem praestat ad 
summam proxime definiendam signa eligere alternantia. 


PROBLEMA 


61. Datis axibus coniugatis ellipsis in numeris proxime exhibere eius peri- 
metrum. 


SOLUTIO 


Sint semiaxes elbpsis 1 et et quadrans perimetri = q atque per 
formulas inventas valor ipsius q in numeris definiri poterit, dummodo ea 
eligatur, cuius termini maxime convergant. Quatuor autem adepti sum us 
formulas, quae sunt 


I. 2- = 1 + App + Bp* + + Dp^ + Ep*^ + Fp^^ + etc. 

— + fip* + yp^ -f- ^P^ + -f ^p^^ -f etc.) Ip 



165—166] 


ANIMADVEESIONES IN EECTEPIOATIONEM ELLIPSIS 


55 


II. q == j) etc. 


P 


P' 


P‘ 


+ (f- +^8 + Js + ^ ^ + etc.) 

III. ? = 1 + i»i> (Sl + 35(1 — pp) + *§^(1 — ppy+ S)(l — PpY + @(1 — PPt + etc.) 


IV. l-P+'^{ 


^ (1 -PP) + g; i^-ppy 


pp 


p 






Horum autem tergeminorum coefficientium valores sunt in nnmeris 


A = 0,44314718056 
B = 0,05680519271 
G = 0,02183137044 
D = 0,01154452144 ') 
JEJ= 0,00714200029 
= 0,00485474337 
G = 0,00351468795 
if = 0,00266223578 
I = 0,00208639732 
K= 0,00167916842 


a = 0,50000000000 
/3 = 0,18750000000 
Y = 0,11718750000 
S = 0,08544921875 
£ == 0,06729125977 
C = 0,05551528931") 
Tj = 0,04725408554 
d = 0,04113636911 
t = 0,03642282682 
= 0,03267936962 


% = 0,57079632679 
33 = 0,17809724510 
(£=0,10446616728 
S) = 0,07378655152 
© = 0,05700863665 
% = 0,04643855029 
& = 0,03917161591 
|) = 0,03386971991 
= 0,02983116632 
® = 0,02665267507 
2 = 0,02408604338") 


Hinc pro quavis ellipsis specie habebitur series convergens, unde eius 
perimeter definiri poterit; veluti si ponatur 



erit 

2 = 1,015993545021, 

si sit 

1 

p = --. 

erit 

q = 1,05050222700, 

si sit 


erit 

2 = 1,3506429. 

l) Editio princeps: 0,01154452143. 

2) Editio princeps: 0,05551527931. 


princeps: 0,02408604339. Correxit A. K, 


3) Bditio 



PEOBLEMA AD CUIUS SOLUTIOKEM 
GEOMETEAE ESTYITANTUE 
THEOEEMA AD CUIUS DEMONSTEATIONEM 
GEOMETEAE INYITAKTUE 

Gommeiitatio 211 indicis Enestroemiani 
Nova acta eruditorum 1754, p. 40 


PEOBLEMA 

AD CDIIJS SOLUTIONEM GEOMETEAE INVITANTDE 

Proposito guadrmte elliptico BNMP inter binos semiaxes principales CB 
et CB intercepto in eo geometries assignare puncta M et N, uf arcus MN prae- 
cise sit semissis arcus guadr antis BNME. 



THEOEEMA 

AD CUIUS DEMONSTEATIOMEM GEOMETEAE INVITAMTUK 

8i ellipsis AEBF axibus prindpalibus AB et EE descripta per diametnm 
guamcwmque dbliguam XGT bisecetur, ad quam semidiameter coniugata GZ pro- 
ducatur in V, ut sit CV aeqmlis semiaxi GA, et ex V ad CA normedis agatur 
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YP, haec ellipsin ita secahif in puncto S, ut arcuum XA8 et YF8 differentia 
geometrice assignari possit. 

8i enim ex X ad CZ perpendiculnm XQ ducatur, intermllmi GQ bis 
sumfum aeguale erit illorum arcuum differentiae seu erit 

TF8 — XA8 = 2GQ. 

Eo difficiliiis autem tarn Problema resolvendum videtnr quam Theorema 
demonstrandum, quod diversi arcus elliptici nullo adbuc modo inter se com- 
parari potuerint, unde ex harum propositionum pertractatione non contem- 
nenda Analyseos incrementa merito exspectantur. Graviore autem praemio 
Geometrae ad hoc argumentum suscipiendum incitari non possunt. 

Solutio problematis et demoastratio theorematis inveniuatur ia L. Etjlebi CoaiBieatatioae 264 
(indieis Enestroemiani) ; vide p. 201. A. K. 
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PROBLBMA AD CUIUS SOLUTIOUEM 
GEOMETBAB EWITANTUR 
THEOREMA AD CUTDS DEMONSTRATIONEM 
GEOMETRAB INVITANTUR 

Commentatio 211 indicis Enestroemiani 
Nova acta eruditorum 1754, p. 40 


PEOBLEMA 

AD emus SOLUTIONEM GBOMETEAE INVITANTUR 


Froposito quadrante ellipUco BNME inter linos semiaxes principales CB 
et GE inter cepto in eo geometries assignare punefa M et N, lit arcus MN prae- 
cise sit semissis arcus quadr antis BNME. 



THBOEBMA 

AD emus DEMOITSTEATIONEM GEOMETEAE INVITANTUE 

8i ellipsis AEBF axibus prindpalihus AB et EF descripta per diametrwm 
quammmque dbliquam XOY lisecetur, ad quam semidiameter coniugata GZ pro- 
ducatur in V, ut sit GY aequaUs semiaxi GA, et ex Y ad GA normalis agatur 
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YP, haec elUpsin ita secabit in puncto S, ut armum XAS et TFS differentia 
geotnetrice assigmri possit. 

Si enim ex X ad GZ perpendiculum XQ ducatur, intervallum CQ Us 
sumtum aequale erit illorum arcuum differentiae seu erit 

YF8-XAS^2GQ. 

Eo difficilius autem tarn Problema resolvendum videtur quam Theorema 
demonstrandum, quod diversi arcus elliptici nullo adhuc modo inter se com- 
parari potuerint, unde ex Earum propositionum pertractatione non contem- 
nenda Analyseos incrementa merito exspectantur. Graviore autem praemio 
Geometrae ad hoc argumentum suscipiendum incitari non possunt. 

Solutio problematis et demonstratio tteorematis inveniuntur in L. Eulbm Gommentatione 264 
(indicis Enesteobmiani); vide p. 201. A. K. 
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DE INTEGEATIONE AEQUATIOOTS DIEFERENTIAIIS 

mdx ndy 

Comxnentatio 251 indicis Enestroemiani 

Novi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 6 (1756/7), 1761, p. 37 — 57 

Smnmarium ibidem p. 7 — 9 


SUMMARITJM 

In bac dissertatione et nouniillis seqnentibus, qnibus simile argumentum pertractatnr, 
quasi novns plane campus in Analysi aperitnr integralia diver sarum formnlarum, quae per 
se omnem integrationis solertiam respunnt, inter se comparandi. Cum enim ope notae com- 
parationis angnlorum relatio inter binas variabiles a? et y buic aequationi diflferentiali 

mdx ndy 

]/(l — a;a;) 1/(1 — 2/2/) 


conveniens algebraice exbiberi queat, etsi utraque formula per se algebraice integrari nequit, 
sed angulum seu arcum circularem exprimit, baec relatio ex eo tantum fonte petita videtur, 
quod angulorum datam et qnidem rationalem rationem tenentium sinus algebraice inter se 
comparari possunt. Neque talis comparatio locum babere videtur^ nisi ambae formulae sive 


per angulos sive per logaritbmos integrari queant. Quoties quidem solutio ouiusquam pro- 
blematis ad buiusmodi aequationem differentialem Xdx «= Ydy^ in qua X sit functio 
ipsius X Qi Y ipsius tantum perducitur, ea, quia variabiles sunt a se invicem separatae, 
tanquam penitus absoluta spectari solet, cum ope quadraturae duarum curvarum, quarum 
alterius area per fXdx, alterius per jYdy exprimitur, construi posset. Verum si pro 
dato quovis valore ipsius x valor ipsius y conveniens assignari debeat, id utramque qua- 


draturam involvere videtur, sine qua relatio inter x y minime exbiberi queat. Multo 

d z 

magis igitur mdrum videbitur, cum talis formulae integrale neque per angulos 

neque per logaritlrmos exprimi possit, quae quantitates transcendentes ad comparationem 


solae idoneae putantur, nibilominus pro aequatione differentiali proposita relationem inter x 
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DE INTEGRATIONS AEQUATIONIS RIFFERENTIALIS 


1/(1 -a;*) 


ndy 

VCi-y") 


J 


et y algebraice exliiben posse, ita ut linea curva, cuius arcus indefinite liac formula integral] 
l7(i — ^ exprimitnr, pari proprietate ac circulns sit praedita, ut scilicet omnes eius arcus 
inter se coxnparari sen proposito in eo arcn quocimqne alius arcus, qui ad earn datam 
teneat rationem, geometrice assignari queat. Vel, quod eodem redit, aeqiiatio integralis 
aequationis differentialis propo sitae, quae veram relatioxiem inter x ei y expriniit, non 
solum non tale integrale involvet, sed adeo erit algebraica. 

Atqne boc quidem non tantiim pro casu quodam particulari, yerum adeo integrale 
completum, quod quantitatem consfcantem arbitrariam complectitur, erit algebraicum. Neque 
yero talis admiranda integratio in ipsa tantnm aequatione differentiali locum habet, sed 
simili omnino modo Cel. Auctor ostendit hanc aequationem diiferentialem multo latius patentein 


mdx 


ndy 

Y(A+By^+Cy^ 


per aequationem algebraicam complete integrari posse, si modo numeri m n sint ratio- 
nales; quin etiam eandem integraiidi methodum ad hanc aequationem multo generaliorem 
extendit 


mdx 


ndy 


YiA + Bx+ Ox^-\- Ex^) Y(A By + Cy^ + I)y^ + Ey^) ' 


ubi in denominatoribus radicalibus omnes potestates ipsarum oo ei y quartam usque oc- 
currunt. Hinc suspicari liceret, etiamsi hae potestates altius ascenderent, integrationem 
tamen algebraicam adhuc locum esse habituram; sed praeterquam quod methodus Axictoris 
in ipsa potestate quarta terminatur, facile ostendi potest, in potestate certe sexta algebraicam 
integrationem in genere excludi. Si enim coefficientes ita accipiantur, nt radix quadrata 
extrahi qneat, ex hoc solo casu evidens est relationem inter x et y nequa- 

quam algehraice exprimi posse, cum utriusque formulae integrale tarn angulum quam loga- 
rithmum inyolyat; anguli autem et logarithmi certe inter se algehraice comparari non pa- 
tiuntur. Interim tamen peculiari modo integratio huius quoque aequationis 

mdx ndy 

■\/(A + Bx^+ Gx-' + jr^«) ~ y(T+ 

algehraice exMhetur, unde patet hanc disserfcationem multo plures investigationes continere, 
quam titulus quidem prae se ferre yidetur. 


1. Cum primum occasione inreutionuni III Comitis Fagnani^) hanc aequa- 
tionem essem contemplatus, eiusmodi quidem relationem algebraicam inter 

1) 6. 0. Eagnatio (1682 — 1766), Produzimi matematicJie, T. 2, Pesaro 1750; Opere mate- 
maiiche^ T. 2, Milano-Eoma-Napoli 1911. A. K. 


s 
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DE INTEGfiATIONE AEQUATIONIS DIPPEEENTIALIS 


mdx ndy 


variabiles a; et ^ elicui, quae huic aequationi satisfaceret; sed ea relatio non pro 
aequatione iutegrali completa baberi poterat, propter ea quod non complecte- 
retur quantitatem constantem arbitrariam, cuiusmodi semper in calculum per 
integrationem introduci solet. Hinc enim, uti satis notum est, integralia in- 
completa et particularia distingui solent, quorum ilia totam vim aequationum 
differentialium exhauriunt, haec vero tantum ita satisfaciunt, ut aliae insuper 
expressiones aeque satisfacere queant. Criterium autem aeqiiationis integralis 
completae in boc consistit, quod ea quantitatem constantem involvere debeat, 
quae in aequatione dififerentiali non apparet. 

2. Quae quo clarius perspiciantur, sufficiet aequationem ditferentialem 
simplicissimam dx=dy considerasse, cui utique satisfacit baec integralis x = y, 
in rem tamen baec integralis minus late patet quam dififerentialis dx = dy, 
cum buic aeque satisfaciat baec integralis x — y + a multo latius patens, 
sumendo pro a quantitatem constantem quamcunque, atque baec demum inte- 
gralis totam vim aequationis differentialis dx = dy exbaurire censetur, ex quo 
etiam aequatio integralis completa appellatur, propterea quod in ea inest 
quantitas constans a, quae in aequatione differentiali non occurrit. Quodsi 
vero loco istius constantis indefinitae a valores determinati substituantur, ex 
iitegrali complete obtinentur integralia particularia,. quae ob banc ipsam 
rationem minus late patent, quam aequatio differentiabs proposita. 

3. Saepe numero autem aequationis differentialis integrate particulars 
algebraicum exhiberi potest, cum tamen integrale completum sit transcendens; 
boc scilicet evenit, si pars transcendens per constantem illam arbitrariam 
fuerit multiplicata, quae propterea constants iUa nibilo aequali posita ex 
calculo evanescit et integrale algebraicum particulars relinquit. Ita buic 
aequationi dy = dx {y — x)dx manifestum est satisfacere valorem y — x, 
quo tamen tantum integrale particulars continetur, cum completum sit 
y — x-\- ae° denotante e numerum, cuius logaritbmus est = 1. Nisi igitur 
constans arbitraria a evanescens ponatur, integrale semper erit transcendens. 

4. Cum igitur evenire queat, ut aequatio differentialis integrale parti- 
culare algebraicum admittat, etiamsi integrale completum sit transcendens, 
ita etiam rationes dubitandi non desunt, quod integrale completum aequationis 
differentialis propositae 
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1/(1 1/(1 -2/i) 


quantitates transcendentes involvat, etiamsi pro ea integrate particulare alge- 
braicum exhibere licuerit. Cum enim integrale completnm sit 


m 


A 


dx 


1/(1 - 


= n 


c 

J 1/(1 - y^) 


+ C, 


baec autem integralia nullo mo do, neque circuli neque hyperbolae quadra- 
turam in subsidium vocando, assignari queant, minime probabile videtur istas 
formulas tantopere transcendentes in genere, ita ut constans G maneat in- 
determinata, ad relationem algebraieam inter x &t y revocari posse. 


5. Notum quidem est integrale completnm huius aequationis differ entialis 

mdx ndy 

y{l - xx) 1/(1 - yy) 

semper algebraice exMberi posse, dummodo proportio coefficientium m et n 
fuerit rationalis; sed quia utriusque formulae integrale arcum circuli indicat, 
ita ut integrale completum sit m A. sin. x==n A. sin. y C, relatio autem si- 
nuum, qui ad arcus proportionem rationalem inter se tenentes spectant, alge- 
braice exprimi potest, mirum non est aequationem integralem completam his 
casibus quoque algebraice exhiberi posse. Cum autem huiusmodi comparatio in 
formulis transcendentibus — et C—r^— locum non habeat sen saltern 

non constet, inde reductio integralis ad quantitates algebraicas peti non poterit. 


6. Nihilo tamen minus observavi, si proposita fuerit huiusmodi aequatio 
differentialis 


mdx ndy 

y(i-^t^)“i/(i-j/o’ 


etiam integrale completum, quod scilicet quantitatem constantem arbitrariam 
iuTolvat, semper algebraice exprimi posse, dummodo ratio m : n fuerit ratio- 
nalis; quod mihi quidem eo magis notatu dignum yidetur, quod nulla certa 
methodo ad hoc integrale sum perductus, sed id potius tentando yel divi- 
nando elicui. Unde nuUum est dubium, quin methodus directa ad idem hoc 
integrale perducens fines Analyseos non mediocriter sit amplificatura; cuius 
propterea inrestigatio Analystis omni studio commendanda videtur. 
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tione completa huius aequationis ’ mtegra- 


dx 


■ = 


-hac eniin concessa methoduin cerfam i-nriino'k 

Pletum tato aeguatiod. mulio laHus patofe " " 

__ nd^ 

y(i~x^) y(i^^ 

concludendi. Quae methodus etiam in crn,a^ j i • 

integralia invenienda albSTaett arT"‘ r*“**‘“™ 
pletum huius Xdx = Fdi/ fuerif “lodo integrate com- 

ipsius qaalis X eat ipL“f ^ 

8. Exordiar igitur ab hac aequatione 

^ dy 

V(i~x^) ~'y(rz^y> 

propterea eius est int^rlirpa^teuterr^^^^^ 

satisfacit iste valor algebraicus ' ei<iena aequationi quoque 

x^^—l/liziy. 

" 1 +2/y’ 

2ydy 

■ -"■ 2y 


cum enim sit 

dx -- 
erit 


' + 


“ — — «v 

(1 + ^2/) 1/(1 - yy) (1^^ 

dx gy 


©t ]/[l — x^) 


1 -{-yy 


V(l~x^) V(l-y^) 

quod cc.ata.tL “L “***'“‘' 

tribuendo haic ccnatantt certum qu^dk^ vJoZpLdir ““ 

™ aateaa eideca cc.ata.ti alias quide «buatur. ut pcodeat 
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]/{l !/■") 


THEOEBMA 

9. Dico igitur huius aequationis differentialis 

dx dy 


aequationem integralem completam esse 

XX -{-yy ccxxyy = cc-\- 2xy V(1 — c^). 

DEMONSTRATIO 

Posita enim hae aequatione eius differentials exit 

xdx + ydy + ccxy(xdy + ydx) = (xdy + ydx)']/(l — c^), 

unde fit 

dx{x-\- ccxyy — yV(l — c'O) + dy(y -f- ccxxy — xVi^l — c^)) = 0. 
Ex eadem vero aequatione resoluta colligitur 


y 


— c*) + c y(i — x*) 
1 -j-ccxx 


et x = 


yyii-cy-cyii-jy) 


1 i-ccyy 

Si enim ibi radicali 1/(1 — x^) tribuitur signum +> Ric radicali 1^(1 — y^) 
sigttum — tribui debet, ut posito x==0 utrinque idem valor prodeat y = c. 
Exit exgo 

X + ccxyy — yy{l — c^) = — 01/(1 — /), 
y-\- ccxxy — a? 1/(1 — c*) = cl/(l — x^), 
quibus valoxibus in aequatione differentiali substitutis prodit 

— cdxy(l — y^) 4- cdyy(l — a;^) = 0 

sive 

dx dy 

1/(1 — a:*) 1/(1— 2/*) 

Huius ergo aequationis differentialis integrale est 

xx-j-yy -j- ccxxyy = cc + "ixyy^i 




et quia constantem c ab arbitrio nostro pendentem continet, erit simul inte- 
grale completum, Q. E. D. 
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[42—43 


10. Si igitur habeatur haec aequatio 
completus ipsius so est 


dx 


dy 


V(l-x^) 1/(1— 2 /*) 

ijyil — (^)±cy{l—y^) 


, valor integralis 


l+ccyy 

unde, si constans arbitraria c evanescat, M x = y, sin autem ponatur c = 1, 

habemus oo = + = 1/'^ ^ ~ , qui sunt ambo illi valores particulares 

I y y ' I y y 

iam supra exhibit!. Hinc eruuntur alii valores particulares prae caeteris 
simpliciores, sed qui ad imaginaria devolvuntur. Ita posito c = oo fit 


X = 


y-i 


1 fit 


et posito cc = 

qui itidem aequationi propositae satisfaciunt. 


r yy—1 


11. Quo autem ratio huius integralis clarius perspiciatur, concipiatur 
curva ALJf (Fig. 1), cuius haec sit indoles, ut posita abscissa AP—u sit arcus 




ei respondens AM= J 

capiatur abscissa ap=x; erit arcus am= C- 

^ 1 


^ du 
1/(1 -Mh 


Fig. 2. 

Deinde eadem curva denuo (Fig. 2) descripta 


dx 


1/(1 - X*) 

m 1/(1— c*)±cl/(l —vF) 

1 + ccuu 


Sumto igitur 


flet 


dx 


du 


1/(1 — x ^) 1/(1 — «■*) 


ideoque arc. am == arc. AM + Const. Pro constantis 
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V(l-y») 

autem huius deterroinatione posito m = 0, quo casu arcus AM evanescit, fit 
x = c. Quare si capiatur abscissa ab = c, cui arcus ad respondeat, erit arcus 
dm = arcui AM. 


12. Ope huius ergo integrationis completae aequationis = y(i 

in curva proposita arcui cuicunque AM, qui abscissae AtP = u respondet, 
arcus aequalis dm, qui a dato puncto d incipiat, abscindi poterit. Posita 
enim abscissa dato puncto d respondents ah = c si capiatur abscissa 



— M ]/(l — c*) 
i + ccuu 


f 


erit arcus dm arcui AM aequalis. Simili autem modo cum ]/(! — c^) nega- 
tivum statui liceat, si capiatur abscissa 


an — 


c'|/(1-#)-mT/(1-c*) 
1 +CCUtl 


erit itidem arcus d/x arcui AM aequalis sicque in hac curva a dato quo vis 
puncto d utrinque abscindi potest arcus dm et dfx, qui arcui AM sint 
aequales. 


13. Hinc ergo patet, si arcus ad aequalis capiatur arcui AM seu c = u, 
fore arcum am duplum arcus AM. Hinc si statuatur ap = x = 
prodibit arcus am = 2 arc. AM. Simili modo si capiatur arcus ad = 2AM 
seu c = 4 - - statuaturque x === , obtinebitur arcus 

am = 3 arc. AM. Ac si iste valor ipsius x denuo pro c substituatur, ut 
sit ad = SAM, iterumque statuatur a; = nascetur arcus 
am quadruplus arcus AM; atque ita porro successive quaecunque multipla 
arcus AM geometrice assignari poterunt. 


14. Sit arcus ad — n - AM et ab — g, ita ut sit 


— « f 


du 


Yo—u^y 


Lbonhakdi Euleri Opera omnia 1 20 Commentationes analyticae 
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atque ex Ids patet, si capiatur 


fore 

sin autem ponatur 
turn futnrum esse 


X 


e'\/{l—u^) + u'\/{l—^) 


1 +UUSZ 




du 


1/(1 ~u^y 


X 


^y(i —uy(i — 




^ Yil-sc^) ^ V] 


du 


]/(i - u^y 


Si igitur haec aequatio integrata debitusque valor 

pro z inde erutus, etiam integrari poterit haec aequatio 

quippe cuius integrale erit x = assumtus 

fuerit eius valor completus, qui scilicet constantem arbitrariam involvat, etiam 
pro X prodibit eius valor completus. 


15. Hinc igitur perspicuum est, quomodo aequatio integralis completa in- 

veniri debeat, quae conveniat huic aequationi differentiali — — — = —11^11—, 

y(i—x*) Yii—u*) 

quoties n fuerit numerus integer. Simili autem modo assignari poterit y, 


ut sit 
ratur, 


dy 


mdu 


1/(1 - y ^) 1 /( 1 -«*) 

ea erit integralis huius aequationis 


unde, si eliminando u aequatio inter x Qt y quae- 

mdx ndy 


quicunque 


. , . 1/(1 -a;*) 1/(1 -y‘) 

numeri rationales pro m et n substituantur; atque ut hoc integrale prodeat 

completum, sufficit pro altera tantum variabilium xety valorem completum 
per u determinasse, cum hinc iam nova constans arbitraria in calculum 
introducatur. 


16. Methodus, qua hie in theorematis demonstratione sum usus, etsi non 
ex rei natura est petita, sed indirecte ad id, quod propositum erat, perduxit, 
tamen multo latius patet; simili enim modo colligitur huius aequationis 
differentiahs 

d® dy 

y{l-\-mxx-{-nx*) y{l-\-myy + n‘jf) 
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integrale completum esse 

0 = cc — XX — yy -{■ nccxxyy 2xy ^(1 mcc n&). 

Unde idem quod ante ratiocinium adhibendo integrale quoque completum 
obtinebitur buius aequationis 

ydx vdy 

y(l + mxx-i-nx*) ]/(! -j-rnyy + ny^)’ 

siqnidem litteris fx et r numeri integri designentur. 


17. Investigatio autem huius integrationis ita se babet: Fingatur prime 
pro arbitrio relatio inter variabiles x et y bac aequatione contenta 

(1) axx ayy = 2^xy yxxyy S, 

quae differentiata dat 

axdx + aydy = (Sxdy + ^ydx -\-Yxyydx + yxxydy, 
unde conficitur 

(2) dx{ax — ^y — yxyy) + dy{ay — ^x — yxxy) = 0. 

Deinde ex aequatione (1) eliciantur valores utriusque variabilis 

a — yyy ’ 

^x — y{ad + (/3j3 — cca — yd)xx-{- aya^) 

^ a — yxx 

Atque bine obtinemus 

(3) ax — ^y — yxyy = y(ad + (^/3 — aa — y^)yy + ocyy*), 

(4) ay — ^x — yxxy — — ’/(ad -|- (/?/? — aa — yS)xx + ayx^), 

qui valores in aequatione (2) substituti praebebunt 

(5) ^ ^ dy 

y(a3+(^^ — aa — yS)xx + ayx^) y(^cc3 + — aa — y&)yy + ayy^) ’ 

cuius ergo aequationis integrale est aequatio (1). 


9 
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DE INTEGRATION! AEQUATIONIS DIFEERENTIALIS 

18. Quo istas formas simpliciores reddamus, ponamus 
ai^ == A, /3/3 — aa — yd = C, ay = E 


eritque 

7 = ^ et /3=y(a+«a + ^)- 

Quare huius aequationis differentialis 

dx ^ dy_ 

y(A-\- Cxx-\-EoA} y^A-^GyyAEy^) 

aequatio integralis est liaec 

(7) a{xx + yy) = ^-y —xxyy + 2a;2/]/(a+ aa + , 

quae simul est integralis completa. 


19. Vel ponamus 

A — faa, C = gaa et E—haa, 

ut habeamus hanc aequationem differentialem 

dx dy 

y(f+9xx-\-h3f) yif^-gyy^-hy^)’ 

cuius propterea aequatio integralis completa erit 

xx + yy = f-y hxxyy + 2xyy(l -j- g + fh); 

quae etsi novam constantem involvere non videtur, tamen est completa, cum 
in differentiali tantum ratio quantitatum f.geth spectetur, ita ut pro f, 
g et Ji scribere liceat fee, gcc et hcc, unde aequatio integralis manifesto 
completa prodit 

XX + yy = fee + hecxxyy 2xyy(l + gcc -j- fhe^) 
vel 

f{xx + yy) = fee + heexxyy + 2xyyf(f-\- gee + 

ee • 

7 ‘ 


posito cc 
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20. Quodsi ergo proposita sit haec aequatio differentialis 

da: dy 

Yif-^gxx-^h!^) V(f-{-gyy-{-'hy^)’ 

valor ipsius y per functionem algebraicam ipsius x exprimi poterit, ita nt sit 

^ +9cc-\-fh&‘)±cy(l+gxx + f}ix ^) 

1 — hccxx 
vel 

^ ^ Vf(f+ ggg + ± e Vf(f+ gxx + ho(^) _ 

f — heexx 

Quodsi ergo fit g = Q, ut habeatur haec aequatio differentialis 

dx dy 

y(f+ho<!^)~W+^’ 

valor integralis completus ipsius y erit 

‘^Vfif+J^e^)±eVf(f+hx^) 

^ f — heexx ’ 

unde constantem e pro lubitu determinando innumeri valores particulares 
pro y deduci possunt. 

21. Methodi autem, qua supra usus sum, beneficio etiam. huius aequationis 

mdx ndy 

Yif-^gXX + hx^) Yif^gyy^Ji^' 

si modo m et » sint numeri rationales, integrals completum atque id quidem 
algebraice exhiberi poterit. 

22. Quemadmodum in aequatione supra assumta variabiles x et y inter se 
permutabiles sunt constitutae, ut ambae formulae inter se similes evaderent, 
ita omissa hac limitations ad formularum differentialium disparium com- 
parationem perveniemus. Ponamus ergo 


(1) axx 4- ^yy = ^yxy + Sxxyy + e. 
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unde fit 

_ yy + y(c^s + iyf — Se — a^)yy+pdy^) 

^ c^-Syy 

et 

yx — ]/(/ 3 £+ (yy — ds — cc^xx + aSx^) 

^ I? — dxx 

Mncque 

(2) ax — yy — Sxyy = V{as + (yy — ds — a(S) yy + 

(3) §y — yco — dxxy = — + (yy — de — a(3)xx 

at aequatio (1) differentiata dat 

dx(ax — yy — d xyy) + dy(l3y — yx — dxxy) == 0, 

unde conficitur haec aequatio differentialis 

^ 

'^(^E + {yy — S £ — a§i)xx aSaf) '\/(ttB + {yy — d e — tt^)yy ^Sy^)’ 

cuius propterea integralis est aequatio assumta. 


23. Verum haec disparitas facile toUitur loco y ponendo sVj, cuius rei 
ratio statim ex aequatione assumta potuisset esse manifesta. Sed alia patet 
via ad formulas dispares perveniendi, cuius hie exemplum tradidisse sufficiat. 
Assumatur aequatio 

x*' + 2axxyy + '2bxx = c, 

cuius differentiale est 

dx{x^ + axyy + hx) + axxydy == 0 
seu 

dx — ady 

xy XX + ayy-\-h 


lam ex aequatione assumta prime determinetur xy per x sicque fiet 


xy 



2hxx — ic* 
2a 




turn vero xx + ayy + b per y; at oh (xx + ayy + 6)^ = c + (“2/2/ + by erit 

XX + ayy + & = /(c + (ayy + by). 
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Quocirca habebitur aequatio differentialis ista 

dx^'ia —ady 

y(c — 2hxx—«f) y(c + hh-{-^al)yy + aay)’ 

cuius propterea integraba est assumta seu y = — ■ ~~ ' 


24. Etsi boc integrals non est completum, tanaen ex superioribus facile 
completum reddetur. Ponatur enim 

ady ade 

]/(c+ + ‘iahyy-\-aay^) y(c + 65 + 2 ahz 0 + aas^) ’ 

ob f=c-\-'bh, g = 2ab, h==aa erit 

0y{c + ib)(c + hh + 2a6ee + (xae*)±e]/(cH-66)(c + 66 ■i-2ah00 + aa0^) . 

^ c + bb — aaee 00 ’ 


bic ergo valor aequalis statuatur ipsi ~ — — et aequatio bine inter 

X y 2 a 

et 0 resultans integralis erit completa buius aequationis differentialis 


X 


dxy2a — ad0 

y(c — 2 bxx—x^) y(c + bb + 2 ab 00 -\-aa 0 ^) 

Quin etiam ex allatis patet, si baec bina membra insuper per numeros 
rationales quoscunque multiplicentur, quemadmodum integrale completum in- 
veniri oporteat. 


25. Terum missa membrorum disparitate formationem parium membrorum 
generalius concipiamus; ponatur ergo 

(1) 0 = a + 2/?(aj + y) + y{xx + yy) -y2dxy-\- 2exy{x + y) + ^oexyy, 

unde differentiando obtinetur 

dx{^+yx-\-Sy-{-2sxy-{-Byy-y^xyy) + dy(j3-j-yy-^Sx-y2Bxy-ysxx+^xxy) = 0 


ideoque 


( 2 ) 


^ 

fi + yx + Sy + 2 sxy + eyy + %xyy 


— dx 

+ + + 2 sxy + sxx + ^xxy 
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Ex resolutione autem aequationis assumtae elicitur 

■~|3— <?a;— cgy+2(l3^— c;8— /3 y)Jg+(^^— yy— i^?~y . 

y ’ y —j— ^SCC “4" 

Ponatur brevitatis gratia 

^(3-ay^A, ^d — a£—^Y=B, ^ 2^e = (7 

ss —y'g^E, Ss—^^ — ys^B, 

eritque 

^ _j_ (Ja; + sxx + J'2/ “f" 2siC^ -f; ^xxy = -h V( A ^Bx -f- Gxx + ^Bx + Bx ), 
j3 + (}y -h eyy -h + t,xyy = + y{A + 2By + Cyy + 2By^ + Ey% 

26. Hinc itaque concludimus huius aequationis differentialis 

dx dy 

y(A + 2 J5a; + Cxx + 2Da;* + Buf) ]/(J. + 2 5«/ + + 2 Z>*/® + 

aequationem integralem eamque completam esse 

0 = ce + 2^{x + 2 /) + y{xx + yy) + 2d»2/ + 2sxy{x + 2 /) + Ixxyy, 

adhibita scilicet superiori horum coefficientium determinatione. Primum 
autem definiatur (3 vel s ex h.ac aequatione 

JBJB(ss-E)-I)Difi^-A) , 2 ADs-2BE^ _ 

Ass-E^ft Bs-D^ 

turn vero erit 

Ass — E^/3 /3|8 — A ^ s s — E 

Bs-Bf’ 7 ’ 7 

et 

^ Ass-E^^ . ^ ^ /5 

27. Hinc ergo perspicuum est etiam banc aequationem differentialem 

dx dy 

y(A + 2 Dc^) ~~ y(A + 2 1 > 2 /») 
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1/(1 -a:«) ]/(l-y«) 


iutegrari posse; nam ob B = 0, (7=0 et JE = 0 erit 


-DBj^p-A) _ 2 Ab 
Ass /3 


seu — 


at hinc valores nimis prodeunt complicati. Facilius negotium absolvetur 
resolvendo valores litterarum evanescentium B, C et JE; nara 


E=0 dat ^ = -; turn 5 = 0 dat d = r + ^ 
y ^ ' j3 

atque 

(7= 0 dat dd — ;// = 2/?e = + 2/9e = 

cuius factores sunt ^^ = ay et aee + = 0. At si esset ^13 = ay, foret 

A = 0; sin autem esset s = 0, foret et ^ = 0 et 5 = 0, contra scopum. 
Fieri ergo oportet as = — 2j3y; unde fiet 


a ■ 


ItL 

s 


d: 


■ y et ^ = 


Denique fieri debet 


ss 

y 


^/5 + 


2^yy 


= A et 


■2ys — 


/5 ss 


D. 


Inde fit « = xi 7 ^- et ob ^ = — (2yy + ^s) et 2yy + ^s = ^‘ 
ideoque ss = — Ergo 


I 


D 

A 


= 0. 



|5 


28. Cum autem tantum ratio litterarum et 5 in censum verdat, aequatio 
ultima valori absolute ipsius A inveniendo inservit, quern autem nosse non 
est opus. Manebunt ergo litterae y et ^ indeterminatae. Ponatur ergo 

y = — Ate et ^ = Be; 

erit es = BBcc seu 

6 = Be hineque d = Ac, ^ et ce = 2 At c. 

ejuare buius aequationis differentialis 

dx dy 

y(A ■+2D^~ y{A + 2By^) 

Leonhardi Euleei Opera omnia Iso Commentationes analyticae 
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integrale est 

0 = 2 A + 2D(flj + ^) — A('cx -|- yy) + 2Axy + 2Bxy{x + «/) — -^^xxyy. 

Hoc autem integrale non est completum, tale autem reddetur ponendo 
y = — A et jd == Dec, nnde fit ss = BDcc et e = He; porro erit ^ = A, 
^== — a = 2Ac, ita nt integrale completum sit 

0 = 2 Ac + 2Bcc(x + y) — A(xx + yy) + 2Axy + 2Bcxy(x-\- y) — -^-^o^yy, 
ubi c est constans ab arbitrio pendens; unde fit 


l)cc + Ax + Dcxx±ye(2A + ^^c^) {A-\- 2Dx^) 
A-2 Dcx + ^^^xx 


29. Hie casus notari meretur, quo J.= l et B = ~, ut habeatur baec 
aequatio differentialis 

dx dy 

1/(1 +ic*) y(i + !/»)’ 

ubi ad fractiones tollendas loco c scribatur 2c, eritque integrale completum 

0 = 4c + 4cc(a; + «/) — xx — yy + ‘^^y + '^cxy{x y) — ccxxyy 
seu 

2cc + a; + ca:a;±2yc(l -(-c^)(l +a;®) 


1 — 2CX + CCXX 


Integralia ergo particularia erunt 


I. si c = 0, y = x; 

TT • 2 4- 2 1^(1 + x^) 

H. S1C=CVD, y = ^^JA^AAA- 


HI. si c 


.. 2 + x—xx 2~x 


30. Ex eodem principio, si in § 26 loco litterarum A, B, C, B, E eaedem 
per quantitatem quampiam p multiplicentur, nibilo minus aequatio differen- 
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ndt/ 

Fa - y‘) 


tialis erit 

dx dy 

y(A 4 - 2Bx + Cxx+ 2Dx^ + Ex^) ViA + ^By + Cyy + 2Dy^ + Ey^) 

invenieturque 

BBss-DJD^^ ^(ADs-BE^XAee-Ep^) C(Aaa-E^^)^ 

^ ■" BBE - ABB + ^ (Bs-B ^){BBE- ABB) BBE - ABB ’ 

turn erit 

Ase-E^^ ^^-Ap ^_£E-Ep , ^ as + Bp 

ita ut litterae /3 et s maneant indeterminatae, fietque propterea aequatio 
integralis completa 

0 = a + 2/3(aJ 4- ?/) H- y{xx yy) 2^xy + 2exy {x y) t<)i^xyy, 
unde fit 

— ^ — Sx — sxx 4 )/p(.A H- 2 + Cxx + 2Bx^ + Ex^) 

^ y+2sx-\-^xx 


31. Notandum denique est non solum hanc aequationem differentialem, 
cuius integrale completum modo exhibui, sed etiam hanc multo latius patentem 

mdx ndy 

y{A +2Bx + Cxx + 2Bx^^ Eaf) ~~ y{A -^^By + C^y^'Bf'^Ey^) 

semper algebraice et quidem complete integrari posse, dummodo coefficien- 
tium w et » ratio fuerit rationalis; haec enim integratio simili modo insti- 
tuitur, quo supra usus sum ad aequationem, quae mihi Me praecipue erat 
proposita, integrandam. Methodus autem, cuius hie specimina attuli, ita 
mihi videtur comparata, ut indolem eius diligentius excolendo ad insignes 
usus apta reddi queat, unde haud contemnenda commoda in Analysin sint 
redundatura. 


32. Hie autem observe formulam § 26 assumtam latius extendendo eius- 
modi differentialia inter se comparari posse, quae sint disparia, atque adeo 

10 * 
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V(i-=^) V(i -</’■) *- 

exemplum disparitatis (§ 22) allatmn hoc modo obtineri posse, ita at omnia, 
quae hactenus sunt tradita, in hac generali inrestigatione contineantur. 
Fingatur scilicet haec aequatio integralis 


(1) axxyy + 2^xxy + 2yxyy + Sxx + eyy + 2^xy 2i]X + 2% -f z = 0, 
ex qua fit 

(9|) ^ ~t Y((^xx — {ttx x -t ^yx £){dxx 2rix-l- at)) 

^ ^ axx + 2‘yx + s ’ 

(3) X = ~yyy~^y~^~y(^yyy+^y+v'^^-^o^y y -+^^y+^)(^yy + 2ey + %)) 

^ ^ <xyy + 2^y + S 

Ponatur iam brevitatis gratia 

Ajyp = — %qq=yy — ccs 

2Bpp == 2/9^— 2ari — 2/d 2?dqq = 2yt — 2ad — 2/3e 

Gpp =l;l; + 2^e — ax—Ss — AY7i ^qq = 2^/7? — ax — de — 4/?^ 

2Dpp = 2^6 — 2yx — 2sr] 2^qq = 2^7? — 2^x — 266 

Epp = dd — sx ^qq = r]r] — 6x 

eritque 

(4) py(Ax^ + 2Bx^ + Gxx-^2I)x + E) — axxy -p 2yxy + £«/ + ^xx-{-l^x-\- 6, 


33. At si aequatio integralis assumta differentietur, fiet 

dir(aa;^7/ + 2^357/ + + da? + ^2/ + »?) 

+ dy{axxy + ^xx + 2yxy + ey + ^a; + d) = 0, 

unde, si istorum factorum valores (4) et (5) reperti substituantur, orietur 
ista aequatio differentialis 

^ 7 ^ qdx pdy 

YCAx^ -t2£x^ + Gxx + 2l)x + Ej~ Y^y^ + 2 St/® + (Syy +~2‘3)y-Y&)’ 

cuius propterea integralis est aequatio assumta (1). 
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Cum autem supra habeantur 10 aequationes, coefadentium autem a, /?, 
y, etc. numerus sit 9, quorum uuus pro lubitu assuiui potest, octo rema- 
nebunt litterae determinandae. Porro autem insuper defluiendae accedunt 
binae litterae p et q, ita ut nunc decern quantitates adsint incognitae, ex 
quo coefficientes utrinsque formulae A, B, C, D, E et SI, (S, S), © vi- 
dentur pro lubitu assumi posse. Yerum perspicuum est, cum alteri iam 
fuerint ad bbitum assumti, alteros non omnino ab arbitrio nostro pendere; 
alias enim quaevis formula ad algebraicam reduci posset. 


34. Hinc autem aliae datae formulae transmutationes non inelegantes 
obtineri possunt, si loco y alii valores substituantur. Yeluti si ponatur 
@ = 0 seu rjrj = dz statuaturque y = ss , sequens prodibit aequatio 
differentialis 

/o', qd x 2 pda 

y{Ax^ + 2 .Ba:* + Gxx ■\-2Dx-\-E) ~ + 2 5D) ’ 

cuius propterea integralis est aequatio assumta, si ponatur y = aa statuatur- 
qne tjt] = ac reliquae litterae rite determinentur. Integrate etiam com- 
pletum nulla difficultate reperietur; nam etiamsi fortasse integrate inventum 
novam non involvat constantem, ponatur 

qdx qdu 

Y(Ax* + 2JBa:® + Ca-’a; -\-.2l)x -\-E) YiAu^ + 2Bm® + Ouu + 2 Du S') 

et huius aequationis integrate completum ex antecedentibus assignare licebit 
atque bine integrate quoque completum aequationis ex formulis disparibus 
constantis colligetur. 


35. Quemadmodum buius aequationis differentialis, ut a simplicissimis 
incipiam. 


dx dy 

Vif-t-gx) Yif-t-gy) 


integrale completum est 


gg{xx + yy) — 2ggxy — 2ccg(x + 3/) + — 4ccf = 0, 
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delude vero huius aequationis differentialis 

dx dy 

Vif+gxx) Vif-^gyy) 

integrale completum est 

xx-\-yy — 2xyV{}. + fgcc) — ccff= 0 , 

tertio vero huius aequationis differentialis 

dx dy 

-yif+gx^) Vif+gy^) 

integrale completum est 

f{xx + yy) + xxyy — gcxy(x + y) — 2fxy — gcc(x + y) — 2fc = 0 , 

quarto porro huius aequationis differentialis 

dx dy 

V(f+g!>^) V(f+gy^) 

integrale completum repertum est 

f(xx + yy) — fcc — gccxxyy — 2xyyf{f +gc*) = 0 , 

ita etiam integrale completum huius aequationis 

dx dy 

y(f+gx^ yif+gy^) 

reperiri poterit. 

36. Determinentur primo in § 33 valores, ita ut prodeat haec aequatio 

dx dy 

yifx-^gaf) y(fy+gyy 


cuius integrahs completa reperitur 

gg{xx -\-yy) — Aggexxyy — ^fgccxy{x -\-y) — 2ggxy — 2fgc(x + «/) + ffcc == 0. 
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— Fa-y») 

Ponatur nunc x = tt et y = uu, ut prodeat haec aequatio diflferentialis 

dt du 

cuius propterea integralis completa erit 

— ^ggct^vf ' — Afgccttuuitt + wu) — 2ggttuu — 2fgc{tt + wu) + ffcc = 0; 
unde notari meretur casus ex hypothesi c = co resultans, qui dat 

4:gUuu(tt — f. 
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Commentatio 252 indicis Enestroemiaki 

ISTovi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 6 (1756/7), 1761, p. 58 — 84 

Summarium ibidem p. 10—11 


SUMMARIUM 

Haec dissertatio ex eodem fonte est petita atque antecedens. Utraque enim innititur 
metbodo formulas integrales, quae neque algebraice neque per angulos vel logaritbmos 
expediri queant, algebraice inter se comparandi. Metbodus autem ipsa, qua totum boc 
negotium conficitur, ita est comparata, ut non data opera sit inventa, sed potius fortuito 
quasi detecta; ex quo, cum ad inventiones alias abstractissimas perduxerit, maxime digna 
videtur, ut omni studio uberius excolatur. In superior! quidem dissertatione boc iam est 
praestitum, ut omnium curvarum, quarum arcus indefinite buiusmodi formula integrali 

r exprimuntur, arcus quicunque inter se comparari ac dato 

areu quo vis alii arcus ad eum datam rationem tenentes geometrice assignari queant, simili 
omnino modo, quo arcus circulares inter se comparari solent. Tali autem proprietate gaudet 
curva lemniscata vocari solita, cuius arcus indefinite bac formula exprimitur, 

buiusque areuum comparatio in bac dissertatione prolixins expbcatur. Praeterea vero Cel. 
Auctor investigationes suas ad arcus elbpticos et byperbobcos extendit, in quo nova 
omnino vis illius metbodi cernitur, cum rectificatio ellipsis et hyperbolae nullo modo ad 
formulam integralem ante commemoratam revocari possit. Neque vero etiam in bis curvis 
comparatio areuum uti in circulo institui potest; sed, quod iam pridem in arcubus para- 
bobcis est factum, id nunc etiam istius novae metbodi beneficio in ebipsi et hyperbola 
praestatur. Scibcet dato in altera curva arcu quocunque a puncto etiam dato semper alius 
arcus in eadem curva abscindi potest, cuius ab iUo differentiam geometrice assignare bceat; 
turn vero etiam negotium ita confici potest, ut non ipsorum areuum, sed quorumvis eorum 



OBSEEVATIONES DE COMPAEATIONE AECUTJM 


81 


n 

58—59 
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multiplorum differentia fiat geometrice assignafiilis, idque ita, ut areas quaesitns a date 
puncto incipiat. Omissa autem hac conditione, nt arcus quaesitns in date puncto termi- 
netur, effici potest, ut differentia vel ipsorum arcuum vel quorumdam mnltiplorum eorundem 
evanescat sicque arcus assignari queant, qui absolute datam inter se teneant rationem. 
Atque bine istud problema maxime notatu dignum resolvi potest, quo datus quicunque 
arcus, sive elbptieus sive hyperbolieus, ita seeari iubetur, ut partium differentia geometrice 
assignabilis eradat. Sub finem animadTertit Auctor, quam insignia incrementa in Analysi 
nfinitorum bine expectari queant, cum inde eiusmodi aequationmn differ entialium, quae 
nuUi abi metbodo cedant, integralia adeo algebraica assignari possint. 


Speculationes mathematicae, si ad earum utilitatem respicimus, ad duas 
classes reduci debere videntur; ad priorem referendae sunt eae, quae cum ad 
vitam communem turn ad alias artes insigne aliquod commodum afferunt, 
quarum propterea pretium ex magnitudine buius com m odi statui solet. 
Altera autem classis eas complectitur speculationes, quae, etsi cum nullo in- 
signi commodo sunt coniunctae, tamen ita sunt comparatae, ut ad fines Ana- 
lyseos promovendos riresque ingenii nostri acuendas occasionem praebeant. 
Cum enim plurimas investigationes, unde maxima utilitas expectari posset, 
ob solum analyseos defectum deserere cogamur, non minus pretium iis specu- 
lationibus statuendum videtur, quae baud contemnenda Analyseos incrementa 
pollicentur. Ad bunc autem scopum imprimis accommodatae videntur eius- 
modi observationes, quae cum quasi casu sint factae et a posteriori detectae, 
ratio ad easdem a priori ac per viam directam perveniendi minus vel neu- 
tiquam est perspecta. Sic enim cognita iam veritate facilius in eas metbodos 
inquirere licebit, quae ad earn directe sint perducturae, novis autem metbodis 
investigandis Analyseos fines non mediocriter promoveri nullum plane est 
dubium. 

Huiusmodi autem observationes, quae nulla certa metbodo sunt factae 
quarumque ratio non parum abscondita videtur, nonnullas- deprebendi in 
opere 111. Comitis Fagnani‘) nuper in lucem edito; quae idcirco omni atten- 
tione dignae sunt censendae neque studium, quod in ulterior! earum investi- 
gatione consumitur, inutiliter collocatum erit iudicandum. Commemorantur 
autem in boc libro quaedam eximiae proprietates, quibus curvae Ellipsis, 

l) G. 0. Faonano, Prodwiom maiemaUche', vide notam p. 59. A. K. 
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Hyperbola et Lemniscata sunt praeditae, harumque curyarum arcus diyersi 
inter se comparantur; cum igitur ratio harum proprietatum maxime occulta 
yideatur, baud alienum fore arbitror, si eas diligentius examinayero, et quae 
mibi insuper circa bas curyas elicere contigit, cum publico communicavero. 

Quod igitur primum ad bas curyas attinet, notum est earum rectifica- 
tionem omnes Analyseos vires transcend ere, ita ut earum arcus non solum 
non algebraice exprimi, sed etiam nequidem ad quadraturam circuli yel 
hyperbolae reduci queant. Quare eo magis mirum yideri debet, quod 111. 
Comes Fagnano inyenit, Ellipsi et Hyperbola infinitis modis eiusmodi binos 
arcus exbiberi posse, quorum differentia geometrice assignari queat, in curya 
lemniscata autem infinitis modis eiusmodi dari arcus binos, qui inter se yel 
sint aequales yel alter ad alterum rationem duplam teneat, unde deinceps 
modum colligit in bac curya etiam eiusmodi arcus assignandi, qui aliam inter 
se rationem teneant. 

Pro Elbpsi quidem et Hyperbola nibil admodum mibi praeterea scrutari 
bcuit; unde contentus ero faciborem constructionem eorum arcuum dedisse, 
quorum differentia geometrice exbiberi queat. Pro curya autem lemniscata 
iisdem yestigiis insistens multo plures, imo infinitas elicui formulas, quarum 
beneficio non solum infinitis modis eiusmodi binos arcus definire possum, qui 
inter se yel sint aequales yel rationem teneant duplam, sed etiam qui sint 
inter se in ratione quacunque numeri ad numerum. 


I. DE ELLIPSI 


1. Sit quadrans ellipticus ABC (Pig. 1), cuius centrum in C, eiusque 
semiaxes ponantur GA=-1 et CB = c; sumta ergo abscissa quacunque CP = x 

erit applicata ei respondens PM =y = 0^(1 — xx)‘, 



cxdx 


erit 


cuius differentiale cum sit dy = , , 

^ Yil-xx)’ 

abscissae CP = x arcus ellipticus respondens 

c y^(.^ 

J y(i — xx) 


Ponatur brevltatis gratia 1 — cc = n, ut sit arcus 

BM=Jdxy~ 


•nxx 


'XX 
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sumtaque alia qua vis abscissa CQ = u erit simili modo arcus ei respondens 

J ' 1 — uu 

His positis quaeritur, quomodo hae duae abscissae x et u inter se comparatae 
esse debeant, ut arcuum summa 

BM-l-BN= f ixY 4- r 

J y i—xx j y i—uu 

integrabilis evadat seu geometrice exMberi queat. 


2. Quaestio ergo hue redit, ut determinetur, cuiusmodi functio ipsius x 
loco u substitui debeat, ut formula differentialis 



1 — nxx 
1—xx 


r 1 — uu 


integrationem adroittat. Facile autem perspicitur, si haec quaestio in genere 
consideretur, eius solutionem utriusque formulae integratione inniti ideoque 
aeque Analyseos fines transgredi atque ipsam ellipseos rectificationem. Cum 
igitur solutio generalis nullo modo expectari queat, in solutiones particulares 
erit inquirendum, quae uti nulla certa ratione reperiri possunt, ita etiam 
plurimum casui et coniecturae erit tribuendum; ex quo earum verum funda- 
mentum, etiamsi ipsae sint cognitae[, vix poterit cognosci]. 


3. Primum quidem statim occurrit casus u = — x, quo formula nostra 
differentialis in nihilum abit; sed quia hinc duo Ellipseos arcus aequales et 
similes oriuntur, uti hie casus nimis est obvius, ita etiam quaestioni propo- 
sitae minime satisfacere est censendus. Cum igitur tentaminibus totum nego- 
tium absolvi debeat, fingatur 



— nxx 

= au 

— XX 


et a ita concipiatur, ut vicissim fiat 

T /I — nuu 

y— = ax) 

r 1 — uu 

sic enim habebitur 

BM + BN = ajudx + ccjxdu = ttajw + Const., 


11 
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omnino uti postulatur. Pro valore autem ipsius a liabebimus tarn 
1 — nxx — aauu aauuxx = 0 quam 1 — nuu — aaxx aaxxuu — 0 ) 
unde patet statui debere aa = n et a = Vn, ita ut 




r n — 


— * 


n — n:vx 


et J8M -j- £]^= XU Vn -j- Const. 


4. Etsi autem boc modo quaestioni satisfactum videtur, tamen istae 
determinationes in Ellipsi locum babere nequeunt. Nam cum sit n<l, quia 
n = l — cc, erit n — nxx <1 — nxx ideoque u > 1; abscissa ergo GQ semi- 
axem CA superaret eique propterea arcus imaginarius responderet, ita ut 
bine nulla conclusio conformis deduci posset. 


5. Tentemus ergo alias formulas sitque tarn 

-I /I — nxx K -t/l—nuu a 

= ^ Vt 


uu 


unde ob 

aa — aaxx — uu-\-nxxuu = 0 et aa — aauu — xx-\-nxxuu = 0 
colligimus a = 1, ita ut sit 


Vr. 


1 — UU — XX -j- = 0 ideoque u^ 
Hinc autem prodit 


XX 


nxx 


XU 


Verum aequatio «« + ica? = 1 + differentiata dat 

xdx A- S6U + wda;), 

unde concludimus 

BM BN =n J\xdu + udx) = nxu + Const. 


6. Haec solutio nullo incommodo laborat; cum enim sit n <1, erit 
1 — wa:fl3>l — XX ideoque u<l, uti natura rei postulat. Sumta ergo ab- 
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scissa quacunque CP = x capiatur altera 


CQ = u = 


y- 


1 — 
1 — 


eritque summa arcuum BM-j- £P= nxu + Const. Ad quam constantem 
definiendam sit x = 0, ut fiat eritque m = 1 et arcus BB" abit in 

quadrantem BMNA\ unde fit 0 PMNA = 0 -{- sicque haec constans 
erit = BMNA. Quo valore eius loco substituto babemus 


ideoque 


BM + BN = nxu + BMNA 
BM — AN = nxu == (1 — cc)xu = BN — AM. 


7. Dato ergo in quadrante elliptico AGB puncto quocunque M assignare 
valemus alterum punctum N, ita ut differentia arcuum BM — AN, vel quae 
huic est aequalis BN — AM, geometrice exprimi queat. Quod quo facilius 
praestari possit, ducamus ad Ellipsin in puncto M normalem M8; erit sub- 
normalis P8=ccx et ob PM=cV(l — xx) ipsa normalis 

M8 == cl/(l — XX ccxx) = cV(l — nxx)', 

ideoque pro altero puncto N abscissa erit CQ = u = ^~ CA. Vel in nor- 
malem MS productam ex G demittatur perpendicularis GB, quae producatur 
in F, ut sit GV= GA = 1, et ob ^ = ^ erit GQ = ^CV. Quare ex 
puncto V in axem GA ducatur perpendicularis VQ, quae punctum Q et pro- 
ducta ipsum punctum N designabit. 

8. Cum sit PS — ccx, erit G8 == x — ccx — nx ideoque 

n-D GQ-OS u-nx 

GB, = = — = nux. 

Hoc ergo ipsum perpendiculum GB differentiam arcuum BM—AN seu 
BN — AM exbibebit. Arcuum ergo boc modo designatorum differentia erit 
^ ^ quae igitur evanescit tarn casu x = 0 quam x = l, quibus 
puncta Jf et AT in ipsa puncta J? et Al incidunt. Maxima autem baec 
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differentia evadit, si — + l = hoc est si x = - 7 ;-^; — - , quo casu fit 

y{i -j~ c) 

x = u et ambo puncta M et N in unum pnnctum 0 coeunt; eritque hoc 
casu differentia arcuum BO — AO = nxx==l — c ideoque ipsi semiaxium 
differentiae GA — CB fiet aequalis, ita ut sit GA + J.0 = GB BO. 


9 . Si punctum M in ipso hoc puncto 0 capiatur, ut sit 


erit 


GP = x = 


1 

1 /(1 +c)’ 


PJf = 


cYc 

1/(1+ c) 


et 


PS = 


cc 


hincque MS^cVc, unde variis modis situs puncti 0 commode definiri 
poterit. Cum autem sit 


GM= GO 


y(i±fi 

1 /( 1 +e) 


= Y(1 — c -}- cc) = V(1 +- cc — 2 c cos. 60”), 


unde facilis constructio deducitur, sequentia ergo Theoremata subiungere 
visum est, quorum demonstratio ex allatis est manifesta. 


THEOEEMA 1 

10. In quadrante elliptico AGB (Fig. 2) si ad punctum quodvis M ducatur 
tangens HMK, quae cum altera axe GB in H concurrat, eaque alteri semiaxi 

GA aequalis capiatur, ut sit B[K=GA, turn vero 
per K axi GB parallela agatur KN ellipsin secans 
in N, arcuum BM et AN differentia BM — AN 
geomefrice assignari poterit; demisso enim ex centra 
G in tangentem perpendiculo GT erit ista arcuum 
differentia BM — AN = MT . 

Demonstratio ex figura sponte patet, cum 
tangens HMK sit rectae illi GBY (Fig. 1 , p. 82) 
parallela et aequalis; turn vero perspicuum est esse MT= GB. 
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THEOREMA 2 

11. Si super quadr antis elliptici ACB (Fig. 3) altero semiaxe GA triangulum 
aequilaterum CAE constituatur et in eius latere AE portio capiatur AF= GB 
iunctaeque GF aequalis applicetur in ellipsi recta GO, 
punctum 0 hanc habebit proprietatem, ut sit 

GA -j- arcu AO = GB + arcu B 0. 

Demonstratio ex § 9 evidens est. Cum enim sit 

GA = 1, AF=c et Sixig. GAF = 60°, 

erit 

GF =1/(1 -f-cc — 2c cos. 60*) 
ideoque = GO. 



II. DE HTPEEBOLA 


12. Sit G (Fig. 4) centrum hyperbolae AMN eiusque semiaxis transversus 
CA = 1, semiaxis coniugatus = c; erit sumta abscissa quacunque GP = x 
applicata PM= cVixx — 1) eiusque difPerentiale = ; unde fit arcus 

"y (X X 1 ) 


AM- 


■f- 


dxy{{l -{■cd)xx— 1 ) 
yixx — i) 


Ponatur brevitatis gratia 1 + cc = «; erit 
AM=fdx']/'^^~'^ 


XX — 1 


Simili ergo modo si capiatur alia quaevis abscissa 
CQ = u, erit arcus ei respondens 


Aw-fduy^^'^- 

J r UU — 1 
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13. His positis ista nobis proposita sit quaestio, ut dato puncto M 
alterum N ita definiatnr, ut summa arcuum AM + AN seu expressio 

absolute integrationem admittat; quod quidem evenire casu u = — x sponte 
patet; yerum bine nihil ad institutum nostrum concludere licet. 


14. Ponamus ergo 
cum bine vicissim fiat 


y 


nxcc — l 

XX— 1 


y 


/nuu — 1 


uu- 


= uVn, 
= xVvf, 


utrinque enim prodit haec aequatio nuuxx — n(uu + ocx) + 1 = 0. Facta autem 
hac hypotbesi prodit summa arcuum 

AM + AN = J udxVn 
« 

Haec ergo integrabilitas ut locum habeat, oportet sit «< = l/ » unde, cum 
ob n>l prodeat quoque u>l, ex dato puncto M semper alterum punctum N 
assignari poterit. 


+ J xdu Vn = uxV n Const. 


15. Ad constantem definiendam patet casum x = l, quo punctum M in 
verticem A incidit, nihil iuvare, cum inde oriatur « = punctumque N in 
infinitum removeatur. Quocirca ut haec constans debite determinetur, alium 
casum considerari oportet; potior autem non occurrit quam is, ubi puncta M 
et iV in unum coalescunt seu quo fit u = x et 2wa:a: + 1 = 0. Hinc 

autem oritur 


XX =1 


c 

1/(1 + c^ 


et 



l/(l + cc) 


)• 


Si'f, I'm+r 0 hoc punctum, in quo ambo puncta Jf et JV coalescunt, 
. 01 erit abscissa 


c 

/(I -1-cc) 


) 


et 2 A 0 = c + 1/(1 + cc) + Const. 
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Hinc ergo obtinemus constantem quaesitam 

== 2 AO — c — V(1 A- cc) 

ob /w =l/(l 4- cc). Quo valore substituto erit pro quibusvis punctis Jf et iV" 
diversis ita sumtis, ut sit , summa arcuum 

AM + AN = ux Vn -\-2AO — c — l/(l + cc) 
seu 

ON — OM = uxVn — c — "/(I + cc). 

Sic igitur duos arcus nacti sumus ON et OM, quorum differentia ON — OM 
geometrice assignari potest. 


17. Quo autem facilius pateat, quomodo tarn punctum 0 quam ex puncto 
M punctum N definiri queat, erigatur in A (Fig. 5) perpendiculum AI) = c 
eritque recta GJD hyperbolae asymtota; 
turn positis CP = x, PM = y ducatur 
tangens MT] erit ob 


y = c y(xx — 1) et dy ■■ 
subtangens 

jP2^ __ y y ^) _ 


exdx 


y{xx — 1 ) 


cx 


X- 


£ 

X 


et (7T = 


X 


et ipsa tangens 

MT — y y^^^^ ^) . 

Hinc prodit 

1 PT 


cx 


y- 


XX- 


nxx- 


MT 


ideoque u ■■ 



MT 


CA’^-MT 

PTy{l + cc) CD-PT' 


CQ- 


18. Ducatur ex centre G tangenti TM parallela GB = GB demissoque 
ex B in axem perpendiculo BS erit (7<S'= — - ideoque GQ = ~-^-- 
Quare GQ capienda erit tertia proportionalis ad GS et GA. Commodius 

Leonhabdi Etjleri Opera omnia I20 Commentafciones analyticae 
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autem res sequent! modo sine tangentium adminiculo expedietur; nam 
cum sit 


QN- 


ce 


erit 


JPM- QN = 


yn{xx — l) yYn ’ 


]/(l+cc) CD 
vel demisso ex A in asymtotam perpendiculo AE erit 

PM-QN=AD-DJE 


ob DE = ^^-, unde sequens Theorema conficitur. 


CD 


THEOREMA 3 


19. Existente AOZ (Fig. 6) hyperbola, C eius centra, A vertice et CEZ eius 
asymtota, ad quam ex A axi perpendiculariter ducfa sit recta AD itemque AE 

ad asymtotam perpendicularis, si applicata con- 
stituafur 10 media proportionalis inter AD et 
DE atque utrinque applicatae PM et QN ita 
statuantur, ut inter eas sit 10 media propor- 
tionalis, twm arcuum ON et OM differentia 
geometrice assignari poterit. Erit enim 



ON- OM- 


GPCQ-OI-CI 

GE 


Demonstratio ex paragrapho praece- 
dente est manifesta. Cum enim punctis M 
et N in 0 coeuntibus sit 10 • 10 = AD ■ DE, erit 10 media proportionalis 
inter AD et DE; bacque inventa esse oportet PM-QN=OI-OI. Turn 
vero ex § 16 intelligitur esse ON — OM=(GP-CQ — Cl- GI)Vn et ob 
Vn=GD erit bomogeneitatem implendo ON — OM==(GP- GQ — GI- GI) 

At est =GE sicqne constat Tbeorematis veritas. 


m. DE OURYA LEMNISOATA 


20. Haec curva ob plurimas, quibus praedita est, insignes proprietates inter 
Greometras est celebrata, imprimis autem, quod eius arcus arcubus curvae 
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elasticae sunt aequales. Natura autem huius curvae ita est comparata, ut 
positis coordinatis orthogonalibus CP = x, PM = y (Fig. 7) ista aequatione ex- 
primatur 

{xx-\-yyf = xx — yy. s 

Unde patet hanc curvam esse lineam ^ 

quarti ordinis, quae in G, quod punctum 
eius centrum dicitur, cum axe CJ. angulum 
semirectum constituit, in A autem sumta 

GA == 1 axem normaliter traiicit. Figura \ 

autem GMNA quartam partem totius \ 

lemniscatae exhibet, cui tres reliquae 

partes circa centrum G aequales sunt Pig 7 , 

concipiendae; id quod inde liquet, quod, 

sive abscissa x sive applicata y sive utraque negativum valorem induat, 
aequatio eadem manet. 


21. Quod igitur ad expressionem arcus cuiusque GM buius curvae attinet, 
is commodissime ex corda GM definitur. Si enim hanc cordam ponamus 
GM = 2 , ob XX yy = habebimus A=xx — yy = '^xx — S0 = zz~2yy, 
unde elicimus 


X = 0 


'1 + 00 


et y = z'y'— 


et diflferentiando 


y 2 {1+00) y 2(1 -00) 


Hinc ergo elementum arcus GM colligitur 




y(dx^ + dy'^)- 


y(i-A) 


22. Si ergo corda quaecunque ex centre G educta ponatur GM = 0 , erit 


arcus ab ea subtensus GM = 




Simili ergo modo si alia quaevis 


corda GN dicatur = u, erit arcus ab ea subtensus GN = C— — — — , cuius 

Ji/ri — M*) 


12 * 
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complementum ad totum quadrantem est arcus AN. lam HI. Comes Fagnano 
docuit, cuiusmodi functio ipsius s capi debeat pro u, ut vel arcus AN aequalis 
fiat arcui GM, vel ut arcus ON sit duplus arcus CM, vel etiam ut arcus 
AN sit aequalis duplo arcui GM. Hos ergo casus primo expouam, deinceps 
autem, quae mihi circa alias huiusmodi arcuum proportioues eruere coutigit, 
in medium sum allaturus. 


THEOEBMA 4 

23. In curva lemniscata Jiactenm descripta si appUcetur corda quaecunque 
CM = z aliaqne insuper appUcetur, quae sit 


oN-u-y\-^. 

' 1 +«5 


erit arcus CM aequalis arcui AN vel etiam arcus CN aequalis arcui AM. 


DEMONSTEATIO 


Cum sit corda GM = s, erit arcus CM == C—, et ob cordam CN = u 


1/(1 - 


erit arcus CN = — -• At est u — Y- — —) unde fit 

Jl/(i — «*) i+gg 




Praeterea vero est 


du == 




u‘ 


1 — + A 


ideoque 


1 


4 455 


et 


V(1 — u*) 


25 

1+55 


Quibus valoribus substitutis babebitur 

arc. CN = — f — = — arc. CM + Const., 

ita ut sit arc. CN + arc. CM == Const. Ad banc constantem definiendam 
■"‘^■^"“"datur casus, quo 5 = 0 ideoque et arcus Cikf=0; boc autem casu fit 
u = l= CA ideoque arcus CN abit in quadrantem CMNA, ex 
ir pro boc casu CMNA + 0 = Const. Hoc ergo valore substituto 
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prodibit in genere arc. CN + arc. CM = arc. CMNA hincque 

arc. CM = arc. AN 
et arcum MN utrinque addendo 


Q. E. D. 


arc. CMN^ arc. ANM. 


COEOLLARIIJM 1 


24. Dato ergo quocunque arcu CM in centro C terminate, cuins corda 
est CM = 0 , ei ab altera parte sen vertice A abscindetur arcus aequalis AN 
sumendo cordam 


CN=u 


T/'-" 

' 1 + 




sen 


CN== GA]/- 


CA^-CM^ 

GA^+OM 


homogeneitatem supplendo per axem GA = 1. 


COEOLLARITJM 2 

25. Cum sit u vicissim 0 = unde cordas CM et GN 

r I ' 1 -j- UU^ 

inter se permutare licet, ita ut, si ambae cordae CM = 0 et CN = u ita 
fnerint comparatae, ut sit 

UU00 -{- == 1, 

etiam puncta M et N inter se permutari queant indeque prodeat tarn 
arc. CM = arc. AN quam arc. CN == arc. AM. 


COEOLLARIUM 3 

26. Cum sit CN==u^yl^^^, erit 


V 


1 -f ww 
2 


]/(l +^ 0 ) 



0 


Unde, cum ex natura curvae lemniscatae pro puncto N coordinatae sint 

”1 /I “1“ ‘M'M' I -JLY 

GQ = u y et • QN =uy — , 

2 2 
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exit 


Quare si in A ad axem GA erigatur normalis AT, donee cordae ON pro- 
ductae ocenrrat in T, exit AT=z — CM. 


COROLLAEIUM 4 

27. Ex dato exgo puncto M altexam punctum N ita facillime definitux: 
capiatux tangens AT aequalis cordae CM dnetaque xecta GT cnxvam in 
puncto quaesito N secabit. Ob eandem autem rationem patet: si corda GM 
producatux, donee tangenti in A occuxrat in 8, exit paxitex A8= GN. 

COEOLLAEIUM 5 

28. Manifestum etiam est puncta M ei N ia unum punctum 0 coire 
posse, in quo pxoptexea totus quadrans GOA in duas partes aequales divi- 
ditux. Invenietux exgo hoc punctum 0, si ponatux u = z, unde fit 

/ + 20 Z = 1 bineque zz ^2; 

pxodit exgo coxda GO = y (1/2 — l), cui simul tangens AT exit aequalis, unde 
simul positio huius puncti 0 facile assignatur. 


COEOLLiJlIUM 6 

29. Notato ergo hoc puncto 0, quo totus quadrans GOA in duas partes 
aequales GMO at AN 0 dividitur, erit quoque punctis Jkf et JV per xegulam 
expositam definitis arc. JlfO = arc. OJV", ita ut idem hoc punctum 0 omnes 
arcus MN in duas partes aequales dispescat. 


THEOEEMA 5 

30. In cwrm lemniscata, cuius ems GA = 1 (Fig. 8) , si applicata sit corda 
quaecu/nque GM = z aliaqm insuper chorda applicetu/r 

J/^ CM^^r-^i — A) 



u ■■ 


l + A 


V 


M 


Pig. 8. 


A 


erit arcus a corda hac u suhtensus GM^ 
duplo maior quam arcus cd> ilia corda 
suhtensus GM. 
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DEMONSTEATIO 


Cum sit corda CM = 2 , erit arcus CM = similiterque ob cordam 


ideoque 


unde fit 


uu — 


V{1 — uu) = et Vil + uu) 


• Quia autem est u — — ~ , erit 

A.SZ — 4^® 


CM^ = u erit arcus CM^ = f- ^ 

J y(l — u*) 1 + «“ 


1 -f- ^0 -f-i 


1 ^ 02 — 2 ^ 

T+T' ’ 


Turn vero differentiando colligitur 

n 2 d^(l — — A2^d2{l +«■*) — 8 2^d2(l — 2 ^) 

au (i + ^)V(i-^^) 


seu 


du ■ 


2d2 — 120*d2 + 22^d0 2d5(l — 64!* + 5 ®) 


Hinc ergo nanciscimur 


du 


2d0 


et integrando arc. CM^ == 2 arc. CM + Const. Cum autem posito 2 = 0 flat 
etiam u = 0 ideoque ambo arcus CM et CM^ evanescant, constans quoque 
in nihilum abit. Sicque sumta corda CM^ = m = erit 


arcus CM^ = 2 arc. CM. 


Q. E. D. 


COEOLLAEIUM 1 

31. Si capiatur corda erit arcus AN = axe. CM hineque 

etiam arcus CM^ erit = 2 arc. At JV. Simili modo si capiatur corda GN^=V , 
erit arcus AN^ = arc. CM^ sicque etiam a vertice At erit arc. AN^ = 2 arc. AN. 
Hoc ergo modo obtinentur quatuor arcus inter se aequales, scilicet arc. CM, 
arc. MM^, arc. et arc. NN^. 
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u 


32. Gum autem sit 
_ 2sy{i-g^) 


, y(i — uu) 


COEOLLARIUM 2 

1 — 2s0 — 0^ 


1+0^ 

hae quatuor cordae ita habebuntur ezpressae, ut sit 


et y(l + uu) 


1 + 200 — 0'^ 






— 200 — 0 ^ 


. + 200 —0^ 


COKOLLAEIUM 3 


33. Conveniant ambo puncta et iu curvae puncto medio 0 (Fig. 9), pro 
quo supra vidimus esse cordam CO=yiy2 — l), atque hoc casu tota curva 
GOA in quatuor partes aequales dispescetur in punctis M, 0 et N. Hoc 
igitur evenit, si sit CM.^ = GN^ =y {y2 — l), ita ut posito brevitatis gratia 
y (y2 — l) = a habeamus 

i O*,*, 4 I Cl 4 4 — 2 (l CC) 0 0 H — CC 

1 — 200 — 0 ^ = a 2 a 00 — a 0 ^ seu / == ^ ^ ^ 

et 

-( iH-«)+y2(i+««) -i-V(y2-i)+y2y 2 

1 — « i-y (1/2-1) 

Unde colligimus 

(7J|f == 4! = ]/ ~^ — « + ]/2 (1 + Oja) ^ 1/ — l + « + l/2(l+ c;o:) _ 

l—a ^ 1+a 


0 




COEOLLARIUM 4 

34. Coalescant ambo puncta et N (Fig. 10) et puncta M et pariter 
coibunt sicque tota curva GMNA in punctis Jf et JV trifariam secabitur. 
Pro hoc ergo casu habebitur vel 

20y{i-~A-) -\ /i-00 X- 200 -A 

1 + 0* ^l-j-00 1-1-200 — 0^’ 
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quarum posterior dat 1 — s — — 2/ — / + = 0 haecque per 1 + ^ divisa 

1 — 2^! — 2^® -j- / = 0; cuius coucipiantur factores 

(1 — [^0 8s){i — vs -{• ss) = 0 

eritque fi-\-v==2 et ^?/ = — 2, unde fit /t — ?/ == 2 1/3 tiin cgne 

^ = l 4 -y 3 et »' = 1—1/3. 


Erit ergo 


A 

et Ob M - 1 + tri±i(L+ orietur 

4 


Gl^ == = -i/ -2l/3T(l + l/3) 1 / 21/3 _ -, 7 + 1/2 1/3 _ 

^ y4lfvT/of/-«iTi/oNn[/rvTi/rk ' wiT/n 


Est itaque 


l-j-00 


6W = 


1 + I/3-I/2 1/3 
2 


et = 

1+1/3 


COEOLLARIUM 5 

35. Dato etiam quocunque arcu OJf® (Fig. 8, p. 94) inveniri potest eius 
semissis CM; si enim arcus illius ponatur corda CM^ == u et arcus quaesiti 
corda CM = s, erit 

u = — r . A — Z et 1 h -] h ^ = 0, 

1 + 0r UU HU 

cuius factores coucipiantur 

(1 — fxss — /)(1 — vss — /) = 0; 

unde obtinetur fs v = et fsv = 4; erit ergo 

hincque 

2 + 21/(1-«^) ^ 2-21/(1-m*) 

^ UU UU ^ 

Leonhaedi Euleki Opera omnia I20 Commentationes analyticae 
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ergo 

- 1 - 1/(1 - + 1/2 (1 + ]/(! -#)) . 

ZZ — — 7 

UU 

unde pro z duplex valor realis elicitur, alter 

_ y (- 1 - 1/(1 - + 1/2 (1 + 1/(1 - _ 1/(1 - 1/(1 - uu )) (1/(1 + Uu ) - 1) 

^ u u 

alter 

l/(- 1 + 1/(1 - M*) + 1/2 (1 — /(l - #))) _ y(l + 1/(1 - mm)) (1/(1 + mm) — 1) 

T" M 


GOROLLAEIUM 6 

36. Duplex hie valor revera locum obtinet; cum enim eadem cor da GM^ 
(Pig. 11) et Gm^ duos arcus diversos GM^ et GM^m^ subtendat, alter valor ipsius 
z praebebit cordam arcus GM, qui est semissis arcus CM^, alter autem valor 
ipsius z dat cordam arcus Cm, qui est semissis arcus GM^m^; ac prior quidem 
valor pro illo casu, posterior vero pro hoc locum habet. 






COEOLLAEIUM 7 


37. Hoc modo etiam lemniscata CA in quinque partes aequales dividi 
potest. Sit enim corda partis simplicis 01 = z (Pig. 12), corda partis duplicatae 


(gq 2zy(i-z^) 
l + z* 


u; 


erit corda partis quadruplicatae 
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(74 = 


2lt]/(l— M*) -j/l — SZ 

1+M* y rr^’ 


quia est ^4= (71, unde corda definitur; qua inventa, cum sit (72 = At 3, 
erit corda CB = . 


COEOLLAEIUM 8 

38. Cum liinc posita corda cuiuspiam = 0 reperiri possint cordae arcuum 
dupli, quadrupli, octupli, sedecupli etc., manifestum est hoc modo etiam 
lemniscatam in tot partes dividi posse, quarum numerus sit 2™(1 + 2”). In 
hac autem formula continentur sequentes numeri 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 16, 17, 18, 20, 24, 32, 33 etc. 

Yerum hinc non semper omnia divisionum puncta assignare licet. 


SCHOLION 

39. Haec igitur sunt, quae 111. Comes Fagnano de curva lemniscata ob- 
servavit vel quae ex eius inventis derivare licet. Etsi enim tantum pro- 
posito arcu quocunque eius duplum assignare docuit, tamen hunc arcum 
iterum continue duplicaudo etiam cordae arcuum quadrupli, octupli, sede- 
cupli etc. inde colligentur. Namque si corda arcus simpli statuatur = 
arcus dupli =u, quadrupli =p, octupli = q, sedecupli =r etc., erit 


u ■■ 


P 


2 M y(l - u*) _ 4.^(1 + 0*) (1 - 6 -f .s®) 1/(1 - 0^) 


1+u^ 


( 1 4 - 60^1—5*)" 


351 ^ 1 -^ etc. 


Aliorum autem. arcuum multiplorum cordas ex his assignare non licet. Quem- 
admodum ergo arcuum quorum vis multiplorum cordae exprimantur, hie in- 
vestigaho, ut hoc argumentum, quantum hmites Analyseos id quidem per- 
mittunt, penitus perficiatur. Primum quidem tentando elicui, si areas simpli 
corda sit = z, turn arcus triph cordam fore = verum postea rem 

sequenti modo generaliter expediri posse intellexi. 


18 
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THEOREM! 6 


40. Si corda arcus simpUcis CM (Fig. 13) sit = z et cor da arcus n-cupli 
C’Jf” = w, erit corda arcus [n l)-(Mpli 


1 — ZZ 


n/1 — UU , i/l 

^ y ^ ^^y 

= 1 -j- uu 1 zz 


DEMONSTEATIO 
Erit ergo ipse arcus simplex 

dz 


et arcus w-cuplus 


OM-J- 



1/(1-^) 

CM’' =J- 


du 




d0 




ideoque habemus du == — “i . Po- 

, y(i— 

namus brevitatis gratia 
= F et 

r l+uu r l-j - 00 


ut sit corda pro arcu (w + l)-cuplo exbibita GM’'^^ = ^y^, quae dicatur 
= s, atque demoustrari oportet esse arcum buic cordae respoudeBtem 

f I -i\ C dg ds in-\-l)dz 


Gum autem sit s = /Jj,g , erit 


turn vero reperitur 


ds = ^^(i + ^<g) + d^(i+P P) 


1 — ^‘3)*-(-P+^)*_ (l+-P-P+^<g+ PP^e)(l-PP-QQ-4P<g-j-PP<)ffl 

(1-P0* ~ (l_p^)4 

y(l _ 5^) = y(i + PP)(i + g0(i-pp-gg_4P^ -f- p p ^ m 

(1_P0S , 


ergo 
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ex quo elicitur 

^ y l + pp+^V y i^gg 

1/(1 -s^) V(l-JPJP-Qg-4FQ+PFQg)’ 

cuius expressionis ergo valorem iuvestigemus. 

Ac primo quidem est 


_j_ pp _ 1 +UU + — \ QQ L~l" — uusz 


1 -f" UU 


1 -f- 


ita ut sit 


l + PP 1 + ^,2 


i+-g<2-i^ i'^eoque 


ds 


+ uu 


V(l-S^) yCl-FF-QQ + FFQQ-4FQ)' 


Deinde vero ob 


pp _ 1 uu— -\- UU0B ^ ^ ^ — Uii UU80 


erit 


et 


l'\-UU 


1 -j- 00 


(1 — PP)(1 — QQ) = 1 — P^— O® + P®()2 = 1 + + 

(1 +^fa)(l + mm) 

APo= 

^ (1 -\-0g)(l -j-uu) ’ 


hincque concluditur denominator 


V(1-PP-QQ + PPQQ-4PQ) 

= + 4=UU00 + — 4.UZ 1/( 1 — u*)) _ l/(l — s^)(i~ if) — 2us 

+mm) y(i+^z){i + uu) 

ex quo obtinebitur 

ds dP(l -\-uv) -\-dQ(l p sz) 

y(i-s^) y{i-s^)(i—u^)—2uz' 


lam vero differentiando elicimus 


dzy'^ 


dP = 
dQ = du "j/j 


— uu 


+ UU 
— 00 
+ 00 


20udu 

(1 + uu) ]/(l ~ u^) ’ 
20ud0 

(1 + gz) y(i — 0*^) ’ 
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quare ob 


erit 


]/(l-^^) 


dP^dzy^ 


■uu 


2nu3ds 


+ UU (l +MM)y'(l — 5^)’ 

dQ = — u ^) ^usdz 

1^02 (i+sg)y{il^) 


unde conficitur numerator 

dP{l + + c?^(l + zs) = dzV{l — u^) ■ 




+ ndzy(l — u*) 


2u^d^ 

W^~^) 


sive 


dP(l + uu) + dQ{l^ zz) = (^^ + l)d^y(l - u^) - 

y(i — 


unde perspicuum est esse 


et 

Q. E. D. 


d$ (u -{- l) dz 

i/(i-s‘)“y(i-5^) 


arc. CM’'+^ = (n + l) arc. CM. 


COROLLARIUM 1 

41. Si a vertice A abscindantur arcus Am, Am\ Am”*^ arcubus CM, 
CM , CM''^^ respective aequales, eiit Cm corda complementi arcus CM, Cwt 
corda complementi arcus GM^, Gm’‘+'^ corda complementi arcus (71f'‘+b Erunt 
autem ob cordas GM—z, GA£^ = u, CM^'^^ — s complementorum cordae 


dm =1/^ 
Cum autem sit 


■zz 


-j-zz 


Cm 


’-Vh^u’ 


ss 


+ SS 


s = 


’VI 


+ uu 


-u 




' zz 


l-\- zz 


erit 


P+(g 

^ (1 + W«4)(l -\-ZZ) 


l/L-Z£f = i /l-PP-(g(g-4P^ + PP QQ _y (I - (1 _ „4) _ 2 

'^l+SS y ll+PP){l + QQ) 
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quae ad hanc formam reducitur 



— ss 
-f ss 


l/(l — 30)(1 — uu) 


1 4 " 


ya 


— zz){l — uu) 


(1 -{■zz){l -\-Ul 


COROLLARIUM 2 

42. Si igitur ponatur 


ut sit 
erit 


corda arcus simplicis = z, corda complementi = Z, 
corda arcus %-cupli = corda complementi = U, 



l — sz 
1 -f- zz 


et U- 




•uu 


•^mi 




corda arcus (» + l)-cupli 


z TJ uZ 
1 — zuZU’ 


corda complementi = 


ZU — zu 
1 “P ztiZ TJ 


COROLLARIUM 3 

43. Inventio ergo cordarum arcuum quorumvis multiplorum una cum 


cordis complementi ita se Rabebit: 

Corda arcus 
simpli = a > 

dupli = & = 


2aAL 
— aaAA 


I . .1. Oj^-\-T^A 

T T 7 aC + cA 

quadmpli -d- 

qumtupli - e - 
etc. 


Corda complementi 
simpli = A 

AA — aa 


dupli 


1 “1“ OfdAA 


= JB 


T I* A. CJ 0/ c -j-v 

quaarupIi---^---^_i) 

qmntuph - - Z 

etc. 


COROLLARIUM 4 

44. Simili modo si corda arcus w-cupli sit =r, corda complementi =R 
et corda arcus w-cupli =s eiusque corda complementi =8, ut sit 

et 8 = y^-^, 
y 1+rr y 1+ss 
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erit corda arcus (m + w)"Cupli = corda complementi = 

Quin etiam sumendo pro n numerum negativum, quia turn corda s abit in 
sui negativum, corda differentiae illorum arcuum exMberi poterit; erit scilicet 
corda arcus («i — w)-cupli = 0:^;^ et corda complementi eius = 


COBOLLAEIUM 5 

45. Sumtis ergo denominationibus, quae in coroUario 3 sunt adbibitae, 
erit quoque 

^ BB-hb 
^^l-bbBB -^^l + bhBB 

hC + cB ^ ^ BC-bc 

^~l-bcBG ^~l + bcBO' 


COBOLLAEIUM 6 

46. Ex Ms colligitur, si corda arcus simpEcis statuatur = valores cor- 
darum in coroUario 3 adMbitarum fore 


a = 0 

1+S^ 

0{S — G0^ — s^) 

^ ^ 1 + 62^-35** 

(iA‘ + 16^(iA= 


A-y\=i^ 

f 1 ”f“ 00 

l — 2s0 — 0^ 

1 -j- 2 00 — 0^ 

„ (1 ■j- 0'’^y— 4:00(1 -\- 0 0 y 1 /I —00 

(i-y0^y-y 4:00(1— 00 Y y i +00 


SCHOLION 1 

47. Batio compositionis formularum fz;— ef imprimis ideo 

notari meretur, quod similis est regulae, qua tangens summae vel differentiae 
duorum angulorum definiri solet. Si enim sit rS = tang, a et sE = tang. /?, 
erit (“ + /^) differentia in coroUario 4 exMbita 

= tang, (a — /3). Similique modo si ponatur BS = tang, y et 
rs = tang, d, erit 

- ‘“S' 



81—82] 


CURVAEUM IRREGTmCABILniM 


105 


Commodius aiitem ista compositionis ratio repraeseatabitur, si ponatur corda 
arcus w-cupli r = Jfsin. corda complementi i? = Jfcos. corda arcus 
t^-cupli s = N am.r, corda complementi S=Ncos.v; turn enim erit 


corda arcus (m-\- n)- cupli = 
corda eius complementi = 
corda arcus (m — w)- cupli = 


MN sin. {ji + v) 

1 — sin. (i sin. v cos. cos. v 

MN cos. (ji + v) 

1 + M^N^ sin. (i sin. v cos. fi cos. v 

MN sin. — v) 

1 + M^N^ sin. II sin. v cos. /x cos. v 


corda eius complementi 


MN cos. {n, — v) 

1 — M^N^ sin. II sin. v cos. [i cos. v 


Cum autem sit 1 — rr — JRB, = rrBJR, erit 1 — MM = M^ sin. cos. ideoque 
M^ sin. fz cos. ^ = 1/(1 — MM) et sin. r cos. y = ]/(l — FJV), 
unde istarum formularum denominatores abibunt in 


l — y(l — MM)(l — NN) et l-^y{l — MM)(l — NN). 

Praeterea vero ex ilia aequatione 1 — MM = M^ sin. cos. fit 

= I + Y 1^(1 + sin. 2^ sin. 2^) 

ob sin. 2^ = 2 sin. /t cos. Verum Mnc illae formulae non concinniores 
evadunt. 

SCHOLION 2 

48. Ex his observationibus calculus integralis non contemnenda augmenta 
consequitur, siquidem Mnc plnrimarum aequationum differentialium integrales 
particulares exhibere valemus, quarum integratio in genere vix sperari potest. 
Sic proposita aequatione differentiali 

du dz 

praeterquam quod casus integralis u = z per se est obvius, novimus ei quoque 
satisfacere u = — y^ y^M . in genere igitur cum integratio constantem arbi- 
trariam, puta C, involvat, erit u aequalis fonctioni cuipiam quantitatum z et G; 
quae tamen niMlominus ita erit comparata, ut pro certo quodam ipsius C 
valore fiat u = z itemque pro alio quodam ipsius G valore m • 

Lbonhabdi Eulbm Opera omnia 1 20 Commentationes analyticae 


14 
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Duo ergo dantur valores, qui constanti huic G tributi functionem illam in 
expressionem algebraicam adeo simplicem conyertunt. 

Simili modo proposita hac aequatione 

dut, ^dz 


duos habemus vaiores, quos ei satisfacere novimus. 


u 


2zy(i—z^) 

1+0* 


et 


— 1 "b 200 “1“ 0 * 
^ = 1 

1 + 200 — 0 * 


pariterque geminos vaiores exbibere docuimus, qui in genere huic aequationi 
satisfaciant 

mdu ndz 

- y(i-0*y 

unde via ad harum formularum integralia generalia invenienda non parum 
praeparata videtur. 

Deinde quae supra de ellipsi et hyperbola sunt allata, sequentes aequa- 
tionum differentialium integrationes speciales suppeditant. 

Proposita enim ex § 3 hac aequatione 

{xdu + udx) Yn 


novimus ei satisfacere hanc aequationem integralem 

1 — nxx — nuu + nuuxx = 0. 

' Isti autem aequationi ex § 5 petitae 

, -x/l — nxx , 7 i/l — nuu / ^ , 7 \ 

dx y + duy ^ n{xdu -+ udx) 


satisfacere inventa est haec aequatio 

1 — XX — UU+- nuuxx = 0. 

Deinde sequenti aequationi ex hyperbola § 14 petitae 

dxy ^-^^- / duY' ”'^^~Y = {<i>du + udx)yn 


1 — nxx — nuu -+ nuuxx — 0, 
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quae quideru cum priore ex ellipsi petita congruit, cum sit 

-i/nxx — 1 -t/1 — nxx 

y XX — 1 y 1 — xx 

Hinc autem facile concludere licet, huic aequationi 

+ ‘'“i/fc'S- (*■*“ + 

satisfacere hanc integralem specialem 

fh — gh(xx + *<“) + gJcxxuu = 0, 
isti autem aequationi alteri 

dx'\ /^~^^^ - + = {xdu + udx)-^ 

^Ji-lcxx ^ h-lcuu ^ yfh 

satisfacere hanc integralem specialem 

fh — fk(xx + uu) + ghxxuu = 0. 

Haec igitur ideo proponenda censui, quod ansam miM praebere ridentur sub- 
sidia Analyseos ulterius excolendi. 


u 



SPECIMEN NOVAE METHODI CUBYARUM 
QUADEATURAS ET EECTIEICATIONBS 
ALIASQUE QUANTITATES TRANSCENDENTBS 
INTER SE COMPAEANDI 

Commentatio 263 indicis Enbstkoemiani 

ITovi Oommentarii academiae scientiarum Petropolitanae 7 (1758/9), 1761, p. 83 — 127 
Summarium (Cominentatioinim 263 et 261) ibidem p. 5 — 8 


STJMMAEIUM 

Principio monendus est lector rogandaque errori tjpotbetarum excusatio est, quod 
posterior ordine dissertatio^) priori est auteposita. Oulpam hanc aliquodam modo resarcituri 
utramque dissertationem simul considerabimus et consueta nobis brevitate^ quid in iis prae- 
stitum sit, dicemus. Versatur metbodus a Oel. Auctore proposita singulari prorsus modo 
circa quantitates transcendentes sen eiusmodi quantitates in lineis curyis occurrentes, quae 
nullo modo algebraice exprimi possunt. Semper consideratio linearum, utcunque sterilis in 
se yideatur, tarn Geometriam quam Analysin pulcerrimis inyentis locupletayit. Oum primum 
enim Geometrae lineas curyas contemplari coeperunt, statim omnibus viribus eo sunt aimisi, 
ut tarn spatia ab iis inclusa quam ipsam earum longitudinem dimetirentur, quarum inyesti- 
gationum prior circa curvarum quadraturas, altera circa earum rectificationem yersari dice- 
batur. Quoniam vero neutrum in circulo praestari poterat, etsi omnium linearum curyarum 
est simplicissima, eo maiori studio in eiusmodi lineas curyas inquisiyerunt, quae vel quadra- 
turam, boc est spatii iis inclusi dimensionem, vel rectificationem, qua linea recta curyae 
aequalis assignari debet, admitterent. Interim tamen etiam inutiles conatus eorum, qui in 
quadratura circuli investiganda frustra desudarunt, praeter opinionem plurima egregia 
inyenta sunt consecuti, quibus idem usu venit, quod Alcbimistis, qui toti in lapidis pbilo- 


1) L. Exjleri Oommentatio 261 (indicis Enestroemiani) ; yide p. 153. A. K. 
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sopliorum praeparatione occnpati, etsi voto suo exciderimt, plnrima saluberrima remedia in 
nsum medicinae contnlerunt. Post inYentam autem Analysin infinitoriiin summum studium, 
quod praecipue in quadrandis et rectificandis lineis curvis est consumtum, uberriinos fructus 
protulit, qiiibus plures metliodos satis sublimes, quarum usus per universam Matbesin 
amplissimns existit, acceptas referre debemus. Quare baud minores fructus ab eorum studio 
expectare licet, qui in comparatione linearum curyarum, quae per se vel quadraturam vel 
rectificationem respuunt, exquirenda laborant, in quo negotio certe profundissima Analyseos 
arcana sunt adeunda, ita ut, qui bic quicquam praestiterit, is plurimum in bac scientia 
profecisse sit censendus. 

Hue sine dubio referenda est nova metbodus a Cel. Auctore excogitata, cuius ope 
innumerabilium curvarum, quarum rectificatio omnes vires Analyseos transcendit, arcus inter 
se comparare docet. Pro iis quidem curvis, quarum rectificatio ope circuli vel logaritb- 
morum expediri potest, boc cognitis metbodis praestari potest, sed totum negotium multo 
facilius beneficio buius metbodi conficitur, quemadmodum ex specimine posteriore luculenter 
apparet, ubi comparationem arcuum circularium, aliunde quidem satis cognitam, et arcuuiri 
parabolicorum mira simplicitate exequitur, ut iam bine summa utilitas buius metbodi 
abunde eluceat. 

In altero autem specimine, quod bic prime loco extat, banc metbodum potissimum ad 
Ellipsin accommodatam conspicimus, cuius lineae rectificationem neque ad arcus circulares 
neque logaritbmos revocari posse inter Geometras satis superque constat. Neque etiam in 
bac curva binos arcus dissimiles, qui inter se sint aequales, abscindere licet, ex quo multo 
magis mirum videbitur dato buius curvae arcu quocunque semper alium arcum et in dato 
quidem puncto terminatum exbiberi posse, qui ab illo differat quantitate geometrice assigna- 
bili, cum boc ne in circulo quidem praestari queat. Si enim differentia inter duos arcus 
circulares geometrice assignari posset, eo ipso rectificatio circuli absoluta baberetur. In 
ellipsi autem baec ratio longe aliter est comparata, cum innumerabilibus modis differentia 
in binos arcus ellipticos definiri possit. SimiH modo, proposito arcu ellipseos quocunque, 
ab alio quovis puncto arcum abscindere licet, qui ab illius duplo vel triple vel alio quovis 
multiple atque etiam submultiplo quantitate geometrice assignabili differat. Imo etiam 
fieri potest, ut baec differentia prorsus evanescat sicque bini arcus elliptici datam inter se 
rationem tenentes exbiberi queant, dummodo ratio ilia non sit aequalitatis, quippe quo casu 
bini arcus prodeunt inter se similes, in quo nibil singulare babetur. Ouncta autem baec 
problemata, quae Cel. Auctor bic pro Ellipsi expedivit, simili plane modo etiam pro Hyper- 
bola atque infinitis abis lineis curvis multo magis complicatis resolvi posse manifestum 
est; ex quo baec metbodus omni Geometrarum attentione et uberiori evolutione dignissima 
videtur. 
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Quae nuper^) occasione inventorum 111. Comitis Fagnani commentatus 
sum de comparatione arcuum ellipsis, hyperbolae et curvae lemniscatae, multo 
latius Tuibi quidem patere statim sunt visa. Gum enim methodis adhuc 
consuetis eiusmodi tantum curvarum arcus inter se comparari possent, quarum 
rectificatio vel a quadratura circuM vel a logarithmis penderet, quippe quae 
quantitates, etsi sunt transcendentes, tamen ita iam in Analysi prae ceteris 
ius quoddam civitatis sunt adeptae, ut peiinde atque algebraicae tractari 
queant, maxima certe attentione erat dignum, quod a Fagnano in hyperbola 
et ellipsi arcus sint assignati, quorum differentia sit algebraica, in leumiscata 
autem eiusmodi arcus, qui adeo inter se sint aequales vel certam teneant 
rationem, propterea quod harum curvarum rectificatio neque ad quadraturam 
circuli neque ad logarithmos reduci queat. Hinc certe theoriae quantitatum 
transcendentium insigne lumen accenderetur, si modo via, qua Fagnanus est 
usus, certam methodum suppeditaret in huiusmodi investigationibus ulterius 
progi'ediendi; sed quia tota substitutionibus precario factis et quasi casu 
fortuito adhibitis nititur, parum inde utilitatis in Analysin redundat. Deinde 
iam notavi integrationes, quas operatio Fagnaniana complectitur, tantum esse 
particulares neque idcirco methodum certam, a qua plura expectari liceat, 
suppeditare. Interim tamen ea amplissimum campum aperuisse est visa, in 
quo ulterius excolendo Geometrae vires suas summo cum fructu exerceant 
ad insigne Analyseos incrementum. 

Ees autem hue redit, ut propositis duabus formulis integralibus Xdx 
et f Tdy non integrabilibus, ubi X sit functio quaepiam ipsius cc et T ipsius y, 
eiusmodi relatio inter variabiles r et ^ definiatur, ut illae formulae vel inter 
se fiant aequales vel datam rationem teneant, vel ut differentiam algebraice 
assignabilem obtineant. Quae investigatio cum latissime pateat, turn etiam 
insignes in se continet casus iam pridem non sine maximo Analyseos incre- 
mento evolutos; hue enim referenda sunt, quae de comparatione arcuum 
circularium, de lunuHs quadrabilibus, de zonis cycloidalibus quadrabilibus, 
turn vero de arcubus parabolicis, qui vel datam inter se teneant rationem vel 
differentiam algebraicam habeant, a geometris sunt tradita; quin etiam haec 
investigatio a Cel. Ion. Bernoulli®) ad parabolas cubicales altiorisque ordinis 

1) L. Eulbri Commentatio 252 (iudieis Enestroemiani) ; vide p. 80. A. K. 

2) loH. Bernoulli, Investigatio algebraica arcwumjparabolicorum assignatam mterse rationem Jia- 
bentiwm. DemonsiraUo isochromsmi desemsumn inoydloide etc., Acta erud. I698,p.261; Operaormia 
T. 1, p. 242 ; Tiieoremavmverscderectificationi linearum curvarum inserviens. Novaparaholarumproprie- 
tas. Cuhicalis primariae aremm mmsuxa etc., Acta erud. 1698, p. 462; Opera omnia T. 1, p.249. 

A. K. 
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est extensa, sed quia ratio, qua usus est, nulla certa methodo nitebatur, 
ulteriori usu fere penitus caruit. Hoe quoque pertinet, quod multo ante iam 
acutissimus Huoenius in Sorologio osdllatorio exposuerat, ubi proposito 
sphaeroide elliptico compresso seu revolutione circa axem minorem genito 
invenire docuit conoides byperbolicum, ita ut summa utriusque superficiei 
circulo exHberi posset, cum tamen neutra superficies seorsim cum circulo 
comparari queat. Quae inventio iam turn summis Q-eometris maxime memo- 
rabilis visa est; atque BEENOiTLLnjs in litteris ad Leibnizium^) datis dolet banc 
inventionem nulla certa methodo inniti, ex qua plura huius generis inventa 
derivare liceat; interim quia superficies tarn illius sphaeroidis elliptici quam 
conoidis hyperbolici a logarithmis pendet, reductio utriusque iunctim sumtae 
ad circulum simili modo perfici potest, quo in parabola arcus algebraicam 
habentes differentiam assignari solent. Inprimis autem hoc loco non est 
praetereundum Tschirnhausium®) quondam methodum a se inventam iactasse, 
cuius beneficio curvarum quarumcunque non rectificabilium arcus ita inter se 
comparare possent, ut differentia fiat algebraica; sed praeterquam, quod 
methodum suam nunquam aperuerit, manifestum est eum paralogismo quodam 
fuisse deceptum ut saepius alias, cum certum sit rem ita generaliter omnino 
expediri non posse; neque ergo Tschirnhausius putandus est quicquam eorum 
habuisse, quae vel turn circa comparationem curvarum sunt inventa vel adhuc 
forte elicientur. 

Specimen igitur quoddam methodi huiusmodi quaestiones solvendi hie 
exhibere constitui, quod non obscure maiores progressus in hac re pro- 
mittere videtur; atque cum non solum difflcillimum sit propositis in genere 
eiusmodi formulis integralibus quaesitam inter variabiles relationem eruere, 
sed etiam hoc saepissime omnino ne fieri quidem possit, ordine inverse rem 
ita tentavi, ut assumta biuarum variabihum relatione inde ipsas formulas 
integrales investigarem, quae per hanc relationem inter se comparari possent. 
Quae methodus cum faeillime procedat, ad multo sublimiora perducere posse 
videtur, quae aliis methodis plane sint impervia; hac enim methodo non 

1) Che. Huygens (1629 — 1695), Horologium oscMatorium sive do rmtu pendulor'mi ad horo- 
logia aptato demonsirationes geometrieae, Parisiis 1673; Opera varia Yol. 1, 1724, p. 15, imprimis 
p. 105. A. K. 

2) Hie Eulekus errasse videtur; of. Ioh. Bbrnouuli, Meditatio do dimensione Imearum cw- 
varun%per circulares, Acta erud. 1696, p. 374; Opera omnia T. 1, p. 142. A. K. 

3) W. Tschirnhaus (1651 — 1708), Nova et singularis geemetriae promoUo circa dimensio- 
nem guamtitatum awrva/rwn^ Acta erud. 1695, p. 489. A. K. 
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solum ea, quae liabet Fagnanus, facili negotio ac sine taedioso calculo sum 
assecutus, sed etiam multo ampliora atque illustriora reddidi, ut, quae ille 
nimia particulai’iter definiverat, ego satis universaliter expediverim; atque 
calculus, quo sum usus, ita comparatus est, ut, quoniam operationes prorsus 
singulares complectitur, viam ad multo sublimiora sternere yideatur. 

Turn vero quanquam variabilium mutua relatio per metbodos consuetas 
definiri potest, quoties integratio utriusque formulae Xdx et Ydy vel a 
quadratm-a circuli vel a logarithmis pendet, tamen et hoc plerumque non 
sine molesto calculo perficitur, dum partes vel arcus circulares vel logarith- 
mos continentes se mutuo destruere debent, quemadmodum hoc in compara- 
tione arcuum parabolicorum abunde perspicitur. Per meam autem methodum 
hae difficultates cunctae penitus evanescunt ac fere sine ullo negotio istae 
comparationes tarn in circulo quam in parabola absolvuntur; in quo sine 
dubio non exigua vis huius methodi sita esse censenda est, quod non solum 
multo facilius ea, quae aliis methodis iam sunt eruta, praebeat, sed etiam 
ad eiusmodi investigationes manuducat, in quibus aliae methodi nihil essent 
praestiturae. Quam ob rem hoc quidem loco istam methodum tantum ad 
eos casus applicabo, qui etiam aliis methodis, sed multo operosius, expediri 
solent, quo, cum principia, quibus innititur, hac occasione exposuero, dein- 
ceps facilius eius applicationem ad quaestiones sublimiores suscipere possim. 
Quoniam igitur mihi a relatione inter binas variables, quam pro lubitu con- 
stituo, ordiendum est, a simplicioribus incipiam ac prime quidem ab eius- 
modi, quae ad similes formulas integrales perducant, seu in quibus X et Z 
similes sint proditurae functiones ipsarum x et y. Formulae ergo integrales 
hinc natae ob similitudinem quantitates transcendentes exhibebunt ad eandem 
lineam curvam pertinentes, deinceps autem ad formulas quoque dissimiles, 
quae ad diversas curvas pertineant, sum progressurus. 

EBLATIO PRIMA INTER BINAS VARIABILES xm y 
0 — a Y yy) Y 

1. Si hinc seorsim valores x et y extrahantur, reperietur 
— S — y'y)xx — ay) 

y y > 

— Sy±y{{d8 — yy)yy — ay) 

JU f 

r 

ibi quovis casu dispiciendum est, utrum signum quantitati radicali sit prae- 
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figendum. Fieri enim potest, ut in utraque formula vel signa paria vel 
disparia locum habeant, dum alterutrum arbitrio nostro plane relinquitur; 
in quo iudicio inprimis natura variabilium x Qt y, utrum affirmative an 
negative accipiantur, spectari debet. 


2. Ponantur brevitatis aratia membra rrrationalia 


+l/((dd- 

- yy)xx — ay) = P 

et 

ut sit 


-Sx + P 

y = 

7 

et 

sicque erit 


P = yy dx 

et 


unde quovis casu facile colligere licet, 
sint valores affirmatives an negatives. 


■±y {{d d — yY)yy — ay) = Q, 

r 

Q = yx Sy, 

utrum quantitates P et Q habiturae 


3. Differentietur iam aequatio assumta eritque 

dx{yx + dy) + dy(jy + d'ic) == 0 

atque ob yx dy = Q et yy 8x = P habebitur haec aequatio 

Qdx + Pdy = 0 sive ^ = 0. 

Kestitutis ergo pro P et ^ valoribus buic aequationi integrali 




dx 


+/i: 


dy 


YiidS — yf)xx — ay) ^ — 77)^ — 

satisfacit relatio inter variabiles x ei y assumta. 


= Const. 


4. Evolvamus haec accuratius, 
ponamus 


— ay = Ap et 


et quo facilius applicatio fieri queat, 
dd — yy — Cp, 


ut sit 


r 

A V(AA- Gxx) •J 1 


dy 


Y(A + Cxx) •J y(A + Cyy) 


= Const. , 


Leonharbi Euleei opera omnia 1 20 Commentationes analyticae 
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eritque 

a = ^ et i = y(^Gp yy) 

sicque quantitates p et y arbitrio nostro relinquuntur. 


5. Statuatur ergo y = A et p = ATcTc, ita ut h sit nova quantitas con- 
stans a nostro arbitrio pendens, eritque 

a=^ — AM, y = A et d ==VA(A Ckk) 


et aequatio canonica nostrae aequationi integrali satisfaciens erit 


seu 


et 


0 = — Akk A(xx + yy) + 2xifVA(A + Ckk) 
- X y{A + Ckk) + k y{A + Oxx) 

^ _-yy{AAGkk) + ky{AACyy) 

— 

yA 


6 . Siy(A-{-Cyy) 

differentialis 


integralis erit 


negative capiatur itemque yA, turn huins aequationis 
dx dy 

y{A+Cxx)~y(A + CyJ) 


ideoque vel 


vel 


0 = — Akk -f- A(xx + yy) — 2xyyA(A + Ckk) 
X y(A + Ckk) - k y{A + Oxx) 

yy(A + Ckk)+ky(A + G2jy) 
yA 


'^"ia ergo aequatio integralis constantem in se complectitur k, quae 
ali non inest, indicio hoc est integralena esse completam; sicque 
nulla alia satisfacit integralis, nisi quae in forma inventa compre- 
itque baec est integratio principalis, ad quam relatio inter x et 
)erducit. 
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8. Hinc autem derivari possunt inmimerabiles aliae integrationes. Si enim 
sint X et T eiusmodi functiones ipsarum x et y, ut vi relationis assumtae 
sit X = T, eadem relatio satisfaciet quoque haic aequationi differentiali 

Xdx Ydy 

y(A^Gxx) yi-A. + Cyy) 

Infinitis autem modis huiusmodi fuuctiones aequales exMberi possunt ex 
formulis pro x et y inventis. 


9. Quo autem haec investigatio latius pateat et X et X sint functiones 
similes, eas non assumo inter se aequales, eiusmodi autem pro iis valores 
indago, ut sit 

Xdx Ydy 


y{A + Oxx) y(A + Cyy) 


dV 


atque quantitas V prodeat algebraica, si scilicet relatio § 6 tradita locum 
habeat. 


10. Cum igitur sit 


dy 


dx 


et ob 


y {A Jr Cyy) YiAJrCxx) 

{X-Y)dX 
y(A + Cxx) 


, erit 


F= kyA(A + Cxx) == yy -j- dx — Ay + xyA(A + Ckk) 
sumto per § 6 /X negative erit 


y(A + Cxx) = f ]/(X + CM) - 1 yx. 


unde fiet 


(X-Y)hdx 
xy{A-\- CM) — y ]/X 


dV. 


11. Cum sit porro ex aequatione diflferentiata 

dx{Ax — yyA{A + CM)) = dy{xyA{A + CM) - Ay), 


16 
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ponatur xy = u] erit dy = ^ <1^° valore substituto flet 

dx{Ax - == ^(xyA(A -f CM) - Ay) 


sen 

sicque erit 


dx du 

xY(A -h CJcfc) —yYA (xx — yy) Y A 


dr- 


hdu 

yi 


X~T 
xx — yy 


y "Y 

12. Qnoties ergo ^^_yy eiusmodi functio ipsius u, quae ducta in du flat 
integrabilis, toties yalor quantitatis V algebraice esMberi poterit; boc autem 
evenit, quoties X et T fuerint potestates parium exponentium ipsarum x et y, 
propterea cum sit ex aequatione assumta 

XX yy =^hh ^ VA (A + Ck/c) . 


13. Ponatur ergo X = a;" et F= y^\ erit posito w = 2 


x-r 


hdu 


ideoque 


-1 et dV- . 
xx — yy yA 

V = + Const. == — + Const. 

Ya Ya 


Quam ob rem babebitur 
r xxdx 

J 1 




yydy 


. = Const. + • 

Y(A + Gxx) J ]/(X + Cyy) "j/X 


14. Sit iam % = 4 eritque 

YAT-^y ^ + yy = 'k'k-\- -^yA(A + CM), 

unde 

dr=^(MYA + 2uY(A + CM)), 
V=^(MYA + u Y(A + CM)) . 


ergo 
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Hoc igitur casu erit 

C _ f = Const. + (hkVA + xyV{A + CM)) 

jyiA+Gxx) AY(A + Cyy) ^ A^ -r y r y t jj 

similique modo ulterius progredi licet. 


15. His igitur coniungendis si fuerit 


XX yy = M 2a:2/ 1/(^1 -j- 


c 


U 


sive 


X 


_xy(A+ CM) — Ic y(A +Cxx) 
YA 

yy(A + CM) + hyiA+Cyy) 

YA 


haec relatio inter x et y satisfaciet hnic aequationi integrali 

rdx(^+^xx-\- (^^A) rdy{UA^yyA^y^) 

J Y{A+Oxx) J Y(A+Cyy) 

= Const. + + ^yy {}■ + — ^:^)) 

seu differentia istarum formularum integraHum algebraice assignari potest. 

RELATIO SEOUNDA INTER BINAS VARIABILES xm y 
0 == « + 2^{x + j/) + y{xx + yy) + 2§xy 

16. Quoniam, uti in praecedentibus deprebendinius, ambiguitas signorum 
radicalium ab arbitrio nostro pendet, dummodo eius ratio in conclusionibus 
flnalibns debite habeatur, si ad differentiam binarum formularum integralium 
pervenire veHmus, extrahendo radices habebimus 


y 


X = 


-^-Sx — Y(^^— ay-{-2^i$ — Y)x+id S — yy)xx) 

Y ’ 

— /5 — + l/(/3|3 — ay + i^{S — y)y-\-{S8 — Yy)yy) 
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17. Statuamus brevitatis gratia has fortnulas iriationales 

— Gj/ + 2/3((J' — y)x 4" (<5' <5' yy)xx) — P, 

i/(/9;S —ay + 2/3 ((? —r)y + i^^ — YY)yy) = 

— p = P yy Sx et Q = ^ 
unde eliciuntur istae relationes 


eritque 


pj^Q=.{y-d){x-y), 
yP^ dQ = ^{d — y)-^{Sd — yy)y, 
SP + yQ = ^{y-d)-{dd-yy)x. 


[92-93 


18. Aequatio autem proposita differentiata dat 

dx{§ -{-yx-\- dy) -f c?y(/3 yy == 0 

sive 

Qdx — Pdy = 0, 

unde oritur 

cui ergo aequationi integrali satisfacit relatio proposita indequo valores pro 
X et y extracti. 


19. Ut hinc sinaili modo alias integrationes obtineamus, sint itorum X 
et Y functiones similes ipsarum x et y SiC posito 

Xdx Ydy 
-p--~f-dT 

definiantur hae functiones ita, ut V prodeat quantitas algebraica sicque 
habeatur 


r-Y-Y 




V + Const. 


20. Cum igitur sit ^ = erit 

dF=^J>^'8eu dY^ 


-dx{X-Y) 
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Sit iterum xy = u ideoque dy = ~ — erit pro aequatione differentiali 

dx(l3 -\- yx dy) + — (/5 + j'y + doc) — yy dx) —0 

seu 

dx{^x — ^y yxx — yyy) + du(^ yy dx) = 0. 

21. Valore hinc pro dx substitute babebitur 



(x—y)0 + y{x'+y)y 

Pouatur autem ulterius x-\-y = t\ erit xx-\-yy = ft — 2m et aequatio assumta 
in banc formaru abibit 

0 = a -f- 2^t + ytt 2((5' — y)'>^j 
ex qua differeutiando fit 

dt(^ -f- yt) = (/ — d)du 
seu 

d t 

y — S 

22. Hinc igitnr simpliciori mode obtinetur 

dt{X-Y) 

-(y~d){x-yy 

uude patet, si X et Z fuerint potestates ipsarum x y, tum fraetionem 

y ‘Y 

per ^ et M ideoque et per solum t ob 

a + + ytt 

^ 2(y— d) 

commode exprimi posse. 

23. Sit ergo X=x'' et Y=y^ ac ponatur prime w = l.; erit 1 et 

yt "t "t 

unde fit y=jzrs' Q^iocirca pro hoc caau erit 


cui ergo aequationi integrali satisfit per relationem inter x Qt y assumtam. 
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24. Sit n = 2 eritqTie 


X — Y 
x — y 


= x-{-y = i', unde fit 


dV= 


tdt 
y — d 


et F = 


tt 


^ (x + tjf 

2 (y — S) 2 (y — S) 


Hoc ergo casu habebitur 

^ xxdx J' yydy 


Q 


Const. + 


{oo + yy 

2 (j/ — d) 


et 


26. Si ulterius progredi lubeat, ponatur ^^ = 3 eritqne 

X^—y^ (y — 2S)tt—2pt—a 


sicque erit 

'x^dx 


2 (r-dr 


f'x^dx fi/dy , (y-2S){x + yy-3^(x + yy—3K(xi-y) 

26. His igitur formulis coniungendis sequenti aequationi integrali 

r dx(% 4- SBa: •+ ^xx + S)a;^) F dy(yi + ^y + (S,yy + ^y^) 

^ T/(S3 — av 4- 23(d' — v’) a; 4- ("4 ^ — vv)xx) J P 


y{^^ — ay ■\-2^{S — y)x + {8S — yy^xx) — ay + 2fi(8 — y)y + ($$ — yy)yy) 

I ^(^ + y) I ^(x + yY , ®((y — 2(y)(a;-l-y)5 — 3i3(a; + 2 /)* — 3a(a; + j/)) 

= + -JITT + -^^ 8 ) + e^ 8 y 

satisfacit relatio assumta 

0 = a + 2(3{x + 2 /) + + yy) + ^^^y 

indeque valores pro x et y initio eruti. 


27. 

ut sit 
fiatque 


Quo applicatio ad casus particulares facilius fieri possit, ponamus 
j3/3 — ay = Ap, ^{d — y) = Bp et dd' — // = C'jP, 
p=Vp{A-\-'^Bx Cxx) et Q = Vp(A -\-^Py + (^yy) 

Y = A + B1c et d = yH(H + 2H*+ (7M); 
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erit 


atque 




(AC-BB)kJc .a , N 


C 

2BB 

00^ 


(y + (?) 


(AC-BByjck 
CC(A + Bk) 


EELATIO TEETIA INTER BINAS YAEIABILES y 
0 = cc + mxx + nyy + 2dxy 

28. Extrahendo utramque radicem habebitur 

— ^a; + ]/((5(? — mn)xx — an) 


y 


X 


» 


— 8y~ — mn)yy — am) _ 


m 


bine posito 

P=l/((d'd — mn)xx — an) et ^=='|/(((?(? — mn)yy — am) 


erit 


P=Sx-\-ny et — Q=dy-{-mx. 


29. Per diflferentiationem vero obtinemus 

dx(mx + Sy) + dy{ny + die) == 0 

sen — Qdx + Pdy = 0 ideoque -q = unde aequatio assumta huic aequa- 
tioni integrali 



satisfacit. 


30. Sint iam X et T functiones ipsarum x et y singulatim ac ponatur 

rxdx _ rYdy ^ y 
%/ B tJ Q 

ita ut fiat V quantitas algebraica, eritque 

(X-T)dx {.X-T)dx 

P Sx + ny 

Leonhardi Eulbri Opera omnia 1 20 Commentationes analyticae 
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31. Posito xy — u, ut sit dy = ^ 


dx(mxx — nyy) + du(ny ($x) = 0, 


xinde, cum fiat 


dx 


■ du 


Bx-{-ny mxx — nyy 


, erit 


~du{X~T) 
mxx — nyy 

Mncque non difficulter casus integrabiles eliciuntur. 


32. Sit enim primo X = mxx et F= nyy, erit 

dV= — du et F= — « = — xy. 

Hinc relatio inter x et y assumta satisfacit huic aequationi integrali 

f mxxdx 

J P 


Const. _»=!/. 


33. Sit secundo X = mmx*‘ et F= nny^; erit 

dV= — du(tnxx nyy) = du{a 2du), 

unde fit 

V = u(a -f- dw) == xy(a + dxy). 

Ergo huic aequationi integrali 

/ 'mma^dx C nny^'dy ,, , , / , ft \ 

— P J — + 

satisfacit relatio assumta inter x et y. 

34. His igitur colligendis relatio inter x et y assumta satisfaciet huic 
aequationi iategrah 

r dx(%-\-^8mxx-^^m^cd’) P dy(^-{- 'ibnyy-{- 

•J y {_{S d ~ mn)xx — an) ^ y((dd — mn)yy — am) 

= Const. — "iS^y ti,xy{a dxy). 
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35. Ponamus ad faciliorem applicationem 

dd — mn = Cp, an = — Ap et am = — Bp, 

ut sit 

P=Vp(A A Oxx) et Q = Vp(B Gyy); 
erit ~ = Sit ergo m = B et w = J.; erit 

« = — p et d = y{AB Gp)- 

Sit ergo p = Gkk, ut sit a = — CM, et aequatio relationem inter x et y 
deflniens erit 

0 = — Gkk Bxx + Ayy + ^xyViAB -|- CGkk). 

36. Quam ob rera valores ipsius a; et ^ hinc erunt 

_-xy(AB+GCkk) + kyC(A + Oxx) 

y ^ ^ 

^ -yyiAB + GGkk) -kyC{B + Gyy) 

B 

existente 

P^kyG{AA Gx(^) et Q =^kyG{B A Gyy). 


37. Hi igitur valores conveniunt huic aequationi integrali 

rdx{% + ^BxxA^BH^) rd y{% + mAyy + ^A\/) 

J yiA + G^x) j y(B+Gjy) 

= Const. — mxyyCA (lkxy{— Gkk + xyy{AB + G^kk))yG. 


GJEj 

38. Ponatur B = -^-, quae aequatio latLus patere videatur, atque con- 
stantibus mutatis prodibit ista aequatio integralis 


/ 


da:(St + ^93a;a; + ^(Sa:*)l/C jdy{% A ^^yyA^^U^yP 


y(AA Gxx) 


Const. 


GF 

AE 


f8kxy- 


CGFF 

'AAEE 


^k^xy + 


y(E + Fyy) 

^^^gkxxyyY^^-- 4- hk), 


16 * 
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ciii satisfaciimt isti valores 

-ff— + li). 

qui oiiuntur ex hac aeqaatione 

hh^^xx-y—yy TtT^. 


39. Hae formulae ratione signorom utcanque transmutari possunt. Primo 
enim in formulis integraHbus nihil mutando tam Ic quam ]/ pro 
lubifcu vel affirmative vel negative accipi possunt, dummodo eadem signi 
ratio ubique observetur. Deinde etiam tam 'VC quam VF negative sumi 
potest; illo autem casu quoque quippe lioc vero 

y^-\-yy) negative est accipiendum. 


40. Denique patet, si C sit quantitas positiva, turn quoque F quantitatem 
positivam esse oportere, quia alioquin altera formula integralis fieret imagi- 
naria. Sin autem G sit quantitas negativa, turn etiam F talis sit necesse 
est; et quo hoe casu imaginaria se destruant, pro Itli quantitas negativa 
accipienda erit, quo Jc et fiant quoque imagiuariae. 

41. Hoc ergo casu sequens habebitur aequatio integralis 

odx {21 + ^ ^xx + ^ ^x^) yc .dy{%y-^^yy + ^ Se/*) YF 

^ y{A — Cxx) y[E—Fyy) 

= + zzS ® + zzS ^^^^yy l/(^ - ’ 

eui satisfaciunt isti valores 

^-yV(M-'^^ + ^V{i~yy) 
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ex liac aequatione oriundi 

M = ^xx -]r ^yy — 2xyy — m ). 


42. Hae formulae etiam eas, quae ex hypotliesi prima sunt erutae, in 
se complectuntnr, ponendo scilicet E = A et F= C; qnin etiam formulae 
secundae hypothesis his non latius patent. Si enim in relatione secundo 
loco assumta pro x + et «/ -1- scribatnr x ei y, aequatio omnino 
prinaae formae oritur simihque mode, si hanc relationem constituere velimus 

0 = c:-l-2&a? + 2/3^4- 7^^ + <^yy + 2 dxy, 
ea facile acl relationem tertiam reduceretur, unde eius evolutionem praetermitto. 

43. Perspicuum nunc est ex his formulas infinitas comparationes institui 
posse circa quantitates transcendentes tarn ratione spatiorum quam arcuum, 
qui quidem vel a quadratura cireuli pendent vel a logarithmis. Etsi autem 
hae comparationes etiam vulgari calculo institui possunt, tamen non inutile 
erit ostendere, quemadmodum eaedem multo faeilius ex his formuhs derivari 
queant; quod eo magis notatu dignum videtur, cum Me neque naturae cir- 
culi neque logarithmor-um ratio pecuharis habeatur. Ex quo faeilius intelh- 
getur, quemadmodum haec methodus etiam pari successu ad eiusmodi for- 
mulas integrales se extendat, quae neque ad circuli neque hyperbolae quadra- 
turam revocari possunt. 

I. DE COMPARATIONE AECUUM CIRCULARIUM 

44. Sit radius circuli seu sinus totus == 1 ac posito sinu quocunque = m 
sit arcus ei respondens = IT. s, sumto U pro nota eius functionis, qua pen- 
dentia arcus a suo sinu denotatur. Erit ergo, uti constat, 

rr C . 

II.s = I ; 

y{l — es) 

atque ut formulas integrales § 41 erutas hue transferamus, poni oportet 

5t = l, 95 = 0 et 6: = 0. 
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45. Ex his autem valoribus emerget haec aequatio integralia complectens 

f C — = Const., 

J y(i — xx) ^y(i—yy) 

cui satisfacere inventae sunt hae formulae 

3 / = a: ]/(l — klc) — A:]/(l — xx), 

x = yy(l — lclc)+]cy(l — yy), 

quae oriuntur ex hac aequatione 

Jck = XX yy — — kh). 

46. Per has igitur determinationes satisfit huic aequationi 

n.x — n.y = Const., 

in qua constans ita determinabitur: ponatur «/ = 0 eritque x = k; ex quo 
casu prodit 11. k — il. 0 = Const, seu ob 77. 0 = 0 erit Const. = 17. k seu 
arcui, cuius sinus =^. Hinc generatim habebimus 

n.x — n.y = n.k . 

47. Hinc ergo statim arcuum tarn additio quam subtractio colligitur. Si 
enim duo habeantur arcus 77. k et 77. y, quarum sinus sint k et y, et 
summae arcuum sinus ponatur == x, ut sit n.x = n.k n.y, erit 

x = yy(l—kk) -\-ky(\ — yy). 

Porro si maioris arcus sinus sit =x, minoris = k sinusque differentiae 
ponatur = 3 /, ut sit n.y =- n.x — n.k, erit 

y = xy(l — kk) — — xx), 

uti ex elementis est manifestum. 

48. Perspicuum etiam est, quemadmodum bine arcuum multiplicationem 
deduci oporteat. Posito enim y = k, ut sit 

a; = 2Ay(l — kk), 

erit 


77. a: = 277. A. 
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Ac si valor hie pro x iaveutus loco y substituatur, in formula 

^ ~ 2 / 1^(1 — yy^ 

ob n.y = 2n.k prodibit 

n.x = 3/7. Jc. 


49. In genere autem, si sit y sinus arcus nTc seu 11. y^ nil. k et Vil — yy) 
sit cosinus arcus nk, uti V(1 kk'j deuotat cosinum arcus k, atque ponatur 
^ = 2^ 1^(1 — -{-kYil — yy'^, erit 

n.x = {n-\- 1)77. k. 

Ex sinu ergo cuiusvis multipli arcus k reperietur sinus multipli unitate 
altioris. 

50. Quo autem haec facilius expediri queant, valorem q^uoque ipsius cosinus 
V [1 — xx) nosse conveniet; quern in finem, cum ex formula prima sit 

kV^i — XX) = xV(l — kJi) — y, 

substituatur hie valor ipsius x ex altera formula; erit 

ky{l — xx) == y{l - kk) J^ky{l— kk){l —yy) — y 

ideoque 

1/(1 _ = 1/(1 _ 

similique mo do erit 

V(1 — 2/2/) = V(1 — kTc) (1 — xx^ + kx. 

51. Inventis ergo valoribus tarn pro x quam pro ]/(l — xx) multiplicetur 
ille per X et productum ad hunc addatur eritque 

y(l — XX) + Ao? = y(l — kli)(l — yy) — ky -{■ At/ 1/(1 — kU) r|- Xky(l — yy) 
seu 

y (1 xx) -j- Xx = (]/ (1 — kk) 4" A^) l/(l — yy) -1- y (a ]/(! — k1^ — &) . 

Quo igitur hi factores similes reddantur, necesse est, ut sit A = l/— 1, eritque 

y{i-xx) + xy-i = ( 1/(1 -kk) + k y- 1 ) {y(i -yy)+y y- 1 ) . 
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52. Hanc ergo formulam loco superioris adhibendo statim patet, ut sit 
n.x = 2n.k, ob y = 'k esse oportere 

Y(1 — cox) + xY — 1 = (l/(l — kH) -f- kY — l)^ 

Ac si hie valor pro x inventtis loco y substituatur, ut sit IJ.y = 2n.k, 
prodibit 

1/(1 -xx) + xY—l-=^ (l/(l — kk) + k Y— l)' 
pro n.x^^n.k, unde in genere colligitur, ut sit n.x — nU.k, debere esse 

Y{1 -xx) + xY—l= (l/(l — kk) + kY— i)”. 


53. Quia porro Y— 1 ob suam naturam tarn negative quam affirmative 
aceipere licet, erit quoque pro eadem arcus multiplicatione n.x = nil. k 


ideoque vel 


vel 


ni — xx) — icl/_ 1 = (Y(i — kk) — kY— i)" 

Y{i - xx) = ( 1/(1 -m + kY- if + (1/(1 - kk) - k Y- 1) 


X = 


(/(I -7c 7c) -\-kY-lY- (l/(l -kk)-k V-l)” 


2y-i 

quae formulae quoque valent pro valoribus fractis esponentis n. 


n. DE COMPARATIONE ARGUUM PAEABOLICORUM 

54. Sit AB (Fig. 1) axis et A vertex para- 
bolae, quern tangat recta indefinita AV, super 
qua capiantur abscissae; posito ergo parabolae 
latere recto = 2 sit abscissa quaevis AP = 0 ; 
erit applicata Pp = ex quo arcus parabolae 
huic abscissae respondens erit Ap= 
qui cum sit functio ipsius 2 , denotetur per /T. 2 , 
ita ut n. 0 significet arcum parabolae abscissae 0 
convenientem seu sit 



n. 0— Jci0Y{i + ^^)- 
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55. Irrationalitate in denominatorem translata erit 

Ti.,= 

J y(i + sz) 

Ad lianc ergo formam ut formulae integrales § 38 revocentur, erit 

^ = A=1, C=F^1, % = 1 et 35 = 1 atque 6 = 0. 

Unde aequatio ilia integralis in lianc abit formam 

_ rdyil + yj ) _ 

J y{l+Xx) d y[±-\- yy^ 

cui satisfacinnt hi valores 

2 / = — l^y XX) -\- xy (1 M) et x = lcy{l + yy) yy^l 
sumtis tarn h quaml/(l + /cA;) negativis. 

56. Hac igitur inter x &\i y relatione subsistente pro arcubus para- 
bolae erit 

n.x — n.y = Const, -f Jcxy, 

ad quam constantem determinandam ponatur y = 0, et quia turn fit x = h, 
erit n.k= Const. Quo circa habebitur 


n.x — n.y = n. h - 4 - kxy. 


57. Ut igitur haec aequatio locum habeat, relatio inter ternas abscissas h, 
X et y eiusmodi erit 

a; = fc]/(l -f 2 / 2 /) + ^y(l -f seu y = xV{l-\-kk) — lcy{l-\-xx), 
unde praeterea eruuntur istae determinationes 

l/(l + xx) = /(I -f kk) (1 + yy) -\-ky et /(I + yy) = ]/(! + kk){l -f- xx) — kx, 
ex quibus porro ehcitur 

X + ]/(l + xx) = (fc + /(I + kk)) (2/ + y(l + yy))- 

Lbonhaedi Euleri opera omnia I 20 Comraentationes analyticae 17 
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58. Si manente eadem abscissa h capiantur aliae duae abscissae g et p, 
ut sit 

= hy (1 pp) pY (1 hh) et p == qV {1 Teh) hV (1 ^ qq) 
seu 

2 + "Ka + qq) = (^- + va + m) ip + va +pp)), 

erit 

IT.q — n.p = HJi -{-kpq. 

Ideoque banc aequationem ab ilia subtrabendo habebitur 

(77. X — n.y) — (77. q — U.p) = h{xy — pq). 

59. Pro boc igitur casn erit 

x + y(l + xx) ^ g + l/(l + qq) 
y + Yil+yy) P + Yi^+ppY 

unde relatio inter p, q, x et y sine k obtinetur. Erit autem 

k = xy{l + yy) — yYil + xx) = ^'/(l -\-pp) — 71/(1 + qq) 
et 

/(I + kk) = /(I + a;!r)(l + yy) — xy = /(I 4-i’7)(l + qq) —pq- 

60. lam ob 

erit 

y(l + xx)-\-x= (/(l + yy) + y) (/(I + qg[) + q) (/(I + pp) —p ) , 
unde reperitur 

ii 3 == 2 //(l +pp)(l + qq) + qy(l -\-pp){}l + yy) — i)/(l + 2'2)(1 + yy)—pqy- 

Quare erit 

(77. X — n.y) — (77. q — 11. p) 

= (2 /(I -t-pp) —pY (1 + qq)) (y / (1 ■\-pp)—pY(l + yy'}) (qY(l + yy) + yy(l + qq )) . 
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PEOBLEMA 1 

61. Dato arcu parabolae quocunque Ah (Pig. 1, p. 128) in vertice A terminato 
ab alio quocunque puncto p arcum dbscindere pq, qui arcmi ilhm Ah superet 
quantitate algebraice assignabili. 

SOLUTIO 

Posita parabolae parametro =2 sit ^ abscissa arcui Ah conveniens, ab- 
scissae antem punctis p et q respondentes sint AP^y et AQ = a> eritque 

kxc.pq = n.x — IT.y et Arc. A.7c = 77. ic; 
cum igitur data sit abscissa AP = y, si capiatur altera 


erit 

ideoque 


AQ = x = yy{l -f hh)-\-hy{l-\-yy). 


n.x — n. y = n.h hxy 


Axc.pq = Axe. Ah -j- hxy. 


Snperabit ergo arcus pq, qui in dato puncto p terminatur, arcum Ah quan- 
titate algebraice assignabili hxy. 

Poterit etiam a puncto p antrorsum abscindi arcus pg^, qui pariter 
arcum Ah quantitate geometrica superet; ad hoc ponatur AP=x et AQ^ = y 
sitque — hV (1 et cum sit Aixe. pq^=^II.x — U.y, erit 

Arc. pet == Arc. Ah -4- hxy. 

Utraque igitur solutio ita coniungetur, ut posita abscissa data AP=^p 
capiendum sit 

AQ =pl/(l + hh) -4- *]/(! + pp) et AQ^ = pV(l + hh) — hy{lA- pp), 
quo facto erit 

Arc. pq = Arc. Ah A-hp-AQ, 

Arc. pgt= Arc. Ah -\-hp-A<^, 
sicque duplici mode problemati est satisfactum. 


COEOLLAEIUM 1 

62. Pieri autem nequit, ut excessus hxy, quo arcus pq arcum Ah 
superat, evanescat; deberet enim esse vel a; = 0 Yel‘y==0. At casu x = 0 

17 * 
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fieret y = — h arcusque in ipso vertice A inciperet in altero ramo ipsi arcui 
Ah similis capiendns; altero autem casu, quo y = 0, fieret x^h et arcus pq 
in arcum Ah abiret; unde arcui Ah geometrice in parabola abscindi nequit 
alius arcus ipsi aequalis, qui ipsi non simul futurus sit s im ili s . 

COROLLAEIUM 2 

63. Yicissim ergo date arcu quocunque pq in parabola semper a vertice 
arcus abscindi poterit Ah, qui ab illo deficiat quantitate geometrica. Cum 
enim nunc datae sint abscissae AP==y et AQ = x, erit 

AE=h = xV(l + yy) — yVil + (ax), 
qua inventa erit Arc. pg' — Arc. Ah = kxy. 
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COEOLLAEIUM 4 

65. Quantacunque sit Eaec quantitas G, modo sit affirmativa, semper 
prodeunt pro x et y valores reales uque affirmativi. At si sit (7=0, fiet 
x = 'k et y = 0. Quia etiam poni potest G negativum, quo casu y reperitur 
quoque aegativum et arcus quaesitus utriaque circa yerticem A erit dispo- 
situs. Veruai si sit G = — D, aecesse est, at sit 


B < 


¥ 

2 ^1 (1 "p IclCf) 


sea 


nam si D esset maius, utraque abscissa fieret imagiaaria. 


COEOLLAEIUM 5 

66. Casu autem 

D = — (7= 4- — l) erit = j 

ideoque 

s-H-yi-Wl + M)-!) et y ]/| (y(l + tt) - l) ; 

bocque casu orietur arcus utriaque a vertice aeque esteasus, cuius delectus 
ab arcu Ale est lainiaius oaiaiuai, qui quideia geometrice coastrui possuat. 


PEOBLBMA 2 


67. JDafo arcu parabolae quocimque ef (Fig. 2) a data dus punefo qmeunque 
p aliuni obscindere arcum pq, ita ut arcuum ef et pq differentia geometrice possit 
asdgnari. 


SOLUTIO 

Posito parabolae latere recto =2 taaget recta 
AV parabolam ia vertice A, a quo capiaatur ab- 
scissae, quae siat AB=e, AF—f, AP=p et 
J. ^ = g, quarum tres priores e, f, p suat datae, 
haec vera q ita accipiatur, ut sit per § 59 

g + ]/(i-f gg) f + T/(i Pf/’) 
p + y{l+yp) e + ]/{_! + ee) 



pgr 
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Turn vero fit 

h = fy(l + ee)-ey{l + ff) 
scribendo e Qi f pro y Qi x eritque 

(77. q — n.p) — (77. f— 77. e) = 7; {pq — ef). 

Ideoque habebitur 

krc.pq — Arc. ef=Jc(pq — ef). 

Hinc etiam apparet, si punctum q fuerit datum, ex formula tradita simili 
modo punctum p antrorsum procedendo definiri posse, ut arcuum differentia 
prodeat geometrice assignabilis. 

COEOLLAEIUM 1 

68. Ex reductione § 60 facta patet esse 

pq-ef= (p]/(l + ee)-e y(l + pp)) {py{l + ff) + fy(l + p p)) 
sicque sumta abscissa q ex aequatione 

g+V(i+gg) _ /•-n/(i + m 

H- 1/(1 e-fl/(l + ee) 
erit 

kxc.pq — Arc. ef 

= (fl/(l + ee)-el/(l + /’/’))(j?l/(l + ee)-el/(l+pj?)) (j? |/(1 + /’/’) + fy{\+pp)) . 

COEOLLAEIUM 2 

69. Si velimus punctum p ita accipere, ut arcuum differentia evanescat 
seu fiat Arc. pq = krc. ef, oportet esse 

vel j3]/(l + ee) — e]/(l -\-pp) = 0 vel _pl/(l + ff) -f- /’l/(l P!P) = 0. 

Priori casu fit jr = + e, posteriori p = frf, utroque autem casu arcus pq vel 
cum arcu ef congruit vel eius fit simiiis in altero parabolae ramo assumtus, 
ita ut geometrice duo arcus aequales exhiberi nequeant, quae non simul sibi 
futuri sint similes. 
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GOEOLLAEIUM 3 

70. Cum sit h = fy{l + ee) — ey(l-\-ff), erit 

y(l + kh) = 1/(1 + ee) (1 + ff) - ef; 

Mnc 

iy(X u) = fy{l + ff) + 2eef 1/(1 + ff) - 2e/‘/’l/(l + ee) - el/(l + ee) 
sive 

hyfX 4- ’k'k) = /"/(I + ff) — ^yO- + — 2'5/‘{/'1/(1 + ee) — el/(l + ff)) 

ideoque 

k 1/(1 + = Ml + ff) - ey(l + ee) - 2efk. 

Quo circa habebitur 

kef-=^fy{l -f /f) — Y^V(1 +ee) — ^kV(l -\-kk). 
GOEOLLAEIUM 4 

71. Quia igitur k simiE quoque modo peudet a j? et g, erit etiam 

kpq = ^gy{l + — Yi>V(l+jfi)) — ■|•i^V^(l + 

Quare cum arcuum differentia sit —kpq — kef, si quatuor parabolae puncta 
e, f, p, q ita a se invicem pendent, ut sit 

g + l/(i + gg) f + 1/(1 + ff) ^ 

ij + y(l+pp) e + l/(l + ee)’ 

erit 

Arc. pq — Arc. ef==^qy(l-\- qq)—^!P ^(1 + PP) — -^fy f^-\-ff)-y 

quae expressio ob functiones quantitatum p, q, e, f a se invicem separatas 
est notatu digna. 

GOEOLLAEIUM 5 

72. Eelatio inter e, f, p, q etiam ita exprimi potest, ut sit 

V(i + SIS') + 2 = {/O- + ~ (i^(i ■+■ ff) f) -ypp) ! 
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turn ob 

erit 

V(1 + 2 2) - g = (1/(1 + ee) + e) (]/(l + ff) - f) (/(I + pp) -p)^ 
unde datis e, f et p facile valor tarn pro q quam pro /(I + qg) eruitur. 

COEOLLARIUM 6 

73. Ex foixnula corollario 1 data apparet arcam pq semper maiorem 
fore area ef, si panctam p a vertice parabolae A magis fuerit remotum 
qaam panctam e, contra aatem arcam pq proditaram esse minorem. Ac si 
qaidem sit j? = 0, erit 

Arc. ef- Arc. pq = ef(fV{l + ee) — 6^(1 + ff )) ; 
minimas aatem omniam areas pq evadet, si capiatar 

f — bl + “){i +ff)- V- 1) 

et 

2 = + Vi (1/(1 + e^)(i -f- //■) - e/*- 1), 

tumqae erit 

Arc. ef- kxG.pq = l(e + /) (l/(i + ff) _ /(i gg)) ^ 

Arcasqae pq atriaqae aeqae circa verticem A erit dispositas. 


PROBLEM! 3 

74. Bate arm parabolae ef (Pig. 3, p. 137) a puncto dato p abscindere arezm 
pz, qui swperet datum muUiplwn arcus ef quantitate geometrice assignabili. 


SOLUTIO 

Posito parabolae latere recto = 2 sint in verticis tangente abscissae 
datae AE=e, AF = f et AB=p\ tarn capiantnr abscissae AQ = q, AM = r, 
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AS^s, AT=t et ultima sit AZ^s', quae ita determinentur, ut sit prime 

g+y(i +gg) _ /+y(i d-ff) ^ 

+ y(l d-M e + y(l+eey 

eritque ex § 71 

A.rc.pq — Arc. e/= Yg'y(l + qq) — P!P) — + /"iO + + 



Deinde ex puncto q simili mode definiatur punctura r, ut sit 

r + y(l+rr) _ f+y(l+ffl r + y(l + rr) _ / y(l + /•/) V 

q-^y(l + qq) e + y{l^ee) P + yi^+PP) Vfi+ -)/(l + ee) / ' 

eritque 

Arc.gr — Are. e/’==Y^y(l + rr) — + Q'S) — + Y^y(l + 66)> 

qua aequatioue ad illam addita prodibit 

Arc.pr — 2Arc. + rr) — -i-i)y(lH-jp|)) — |-/■y(l+/y) + |-ey(l + ee). 

Tertio ex puncto r capiatur punctum s, ut sit 

s + y(i + ss) _ f + y(i +f/') s + y(i +gs) _ / /“+ yci +/'/‘) '\ ^ 

r-j-y(l + rr) e+y(lYee) P + y(l+jpp) \e + y(lY®®)'' 

eritque 

Arc. rs — Arc. ef= s y(l + ss) — yr y(l + r r) — i/'y(l + f/*) + 1- e y(l + ee), 

Leonhaedi Eueeri opera omnia Iso Commentationes analyticae- 
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quae ad praecedentem addita praebet 

Ai'C.ps — 3 Arc. ef= ^ s 1/(1 + ss) — -pVil +pp) — f /’l/(l + /■/■) + y 6^(1 + ee). 

Atque hoc modo si ulterius progrediamur sitque s punctum post n huiusmodi 
operatioues iuventum, erit 

^ + l/(i / f + VO- +ff) 

p + ]/(l+jPi?) Ve4-l/(l + ee)/ 
unde immediate punctum z reperietur, ita ut sit 

Arc.p« — w Arc. ef^^zVil + zz) — ypl/(l +pp) — /"/(I + /■/■) + -| e /(I + ee), 

sicque arcus pz est inventus a dato puncto p abscissas, qui arcum ef 
n vicibus sumtum superat quantitate geometrica. 

. COEOLLAEIUM 1 

75. Quodcunque ergo multiplum arcus ef proponatur, cuius multipli ex- 
ponens sit numerus n, sive is sit integer sive fractus, a dato puncto p semper 
abscindi poterit arcus pz, qui hoc multiplum excedat quantitate geometrice 
assignabih; erit enim 

1/(1 -{-zz)-\-z = (1/(1 -\-pp) +i?)CK'(l + /'/) + fy'(yO- + ee) — e)” 
et 

V(1 -fzz) — z= (1/(1 -{-pp) —p)(y (1 + ff) — ff(yO- + ee) + e)”. 

COEOLLAEIUM 2 

76. Quodsi ergo ad abbreviandum ponatur 

y(l + ee) + e = J5;, /(i + /■/■) + /■= J’, ■V{l+pp)+p = P, 

erit 

y(^ + zz) + z = -^ et y[l + 2 z)—s = Y^„, 

unde oritur 

, p2 77'2«_|_ pzw p2jpin p2n 

l/(l + zz) == 2 ^ 2FW1F"~ ' 
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77. Hinc ergo fiet 


COEOLLARIUM 3 

~ ^ y (1 + p2 * 


Quia turn simili modo est 

1 , s E^ — 1 

- eK(l + ee) 


2 

erit 


SPA? 


, i/-,/(l + /-fl_^ et ~py(l+p^)-^, 


krc.ps — n Arc. ef= 


pijpin ^in p4 

3p2j5;2njp2® 8PP 




ft EF 


RFjE 


COROLLAEIUM 4 

78. Si huius expressionis partes binae in unam congregenfcur, reperietur 
ista differentia geometrica 

('P2«_p2»)(pip2«-|.p2») n(FE—EF)(EEFF-\-l)_ 
A.icc»jO 0 fi Arc. cf — ” SEEFF 


COROLLAEIUM 5 

79. Quemadmodum hie ex puncto dato p alterum punctum deter- 
minavimus, ita vicissim, si punctum e pro dato accipiatur, antrorsum pro- 
grediendo simili modo punctum p ex eadem aequatione reperietur, ita ut 
Axc.p^ superet arcum ef n yicibus sumtum quantitate geometrice assignabili. 


PROBLEM! 4 

80. Dato in parabola area quocunque ef invenire aliwm arewm pz, qui se 
haleat ad illvm in data ratione n:l, ita ut sit Arc.pz = n Arc.ef. 

SOLUTIO 

Retentis iisdem denominationibus, quibus in probl. praecedenti eiusque 
coroll. 2 usi sumus, quoniam fieri debet 

Arc. pz — n Are. ef= 0, 


18 * 



140 


SPECIMEN HOYAE METHODI CUEVAEUM QUADEATUEAS [114-116 


quantitas ilia algebraica, cui haec arcuum differentia aeqnalis est inventa, in 
nihiliim abire debet. Habebimns ergo ex corollario 4 banc aequationem 

I _ nI?—^F^-\FF-EE){E EFF+l) 

Ponamus brevitatis gratia ^ = G eritque 


unde fit 


C^n p4 ^ 2 ^ 


n \CG— 1 )(GGE^ + 1) 


PP, 


Qnp^ ^nC^-\GC-l){GGE^ + l) -i/(nnG^”-\GG-iy(CGE^+iy 

V V 4(^- iyE~^ 

ideoqne 


sive 


( n{GG-l){GGE^ + l) -i/(nn{GG-l)\GGE^ + iy i \\ 

V ^{G^’^ — l)GGEE r V — 1)®0*£* C^)} 

P — 1 /( '^{GC- 1 ){GGE^ + 1 ) 1 \ -^/{n(GC-l){GGE^^l) l 

yy i(G^--i)GCEE + 2C»/ ~ K \~4:(g^»-i)cgee — w- 



Deinde si pari modo ponatnr /(I + -f erit C”P. Ex inventis 

autem quantitatibus P et Z ita ebcinntur ipsae p et g, yA sit 


P 


PP-i 

2P 


et 


s = 


ZZ-l 
“ 2Z 


Eestitnto autem pro C valore si ponamus 

-t/( n{FF-EE){E EFF+l) . 1 \ 

y \ •4PPPP(P^__E'2») t 2E^”) ^ 

1 /( n{FF- EE) {EEFF+ 1 ) i \ 

’ \ iEEFFjF^'^ — 2P’‘PV “ 

reperietur 

P = E^{M— N) et ~ = P’»(Jf + N), 

Z = F\M— N) et ~ = E\M + N), 
unde concluduntur ipsae abscissae 


i? = — Y M{F^ — E’‘) — P N(F^ + E^), 
^ = + y — — \ N{F^ + JJ“). 
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Cum autem M et N tarn affirmatire quam negative accipere liceat, capiatur 
N negativum, ut punctum z in istum parabolae ramum incidat, in quo est 
arcus ef, eritque 

p = \ N{F'' + ~ M{F'^ — F% 

z = \N{F^ + + ~M{F^ — E’^). 

Ex qnibus formulis si definiantur puncta _p et erit 

Arc. pz = n Arc. ef. 


COROLLAEIUM 1 

81. Ambae ergo abscissae AP = p et AZ = z ita sunt comparatae, ut sit 
z-\-p = NiF"" + AJ") et z — p = — JE"). 

Hinc erit valoribus pro Jf et iV restituendis 


pz 


nE^F'^jF^ - E%EEFFA 1 ) + 


IEEFF{F^^ — E^”) 




et 


pp 


n{F^ - E^){EEFF-\- 1) {F^” + A?'") 
AEEFF{F^^-E^”) 


COROLLAEIUM 2 

82. Si sit n = l, erit 

,, -^//EEFF+l 1 \ EF+1 
y V lEEFF 2A;A’/ 


‘iEF 


et N = 


EF—l 

~Yef'’ 


unde fit 




ideoque 


2p = E — ^ sen j) = e et 2z== F — ~ sen s = f, 


puncta scilicet j? et s; in puncta e Qi f incidunt. 
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COEOLLAEIUM 3 

83. Si arcus pz debeat esse duplus arcus dati ef seu n = 2, erit 

-,// EEFF+l 1 \ ./ iFE+l)(FF+l-) 

~ V2 EEFFiFF ■\-EE)'^ 2 EEFFJ V 2 EEFF(EE + FF) 

et 

, EEFF+l 1 \ ^/ (EE-1) (FF-1) , 

^ ~ y V2 EEFF(FF+ EE) 2EEFFJ V 2EEFF(EE + FF) ’ 


unde, si arcus ef in vertice A terminetur, ut sit e = 0 et E^l, erit 
Jf= et 2*^=0; sicque prodit z-\-p = 0 et z — p = — — = 2/; ideoque 
_^== — f et z= -\-f. Hoc ergo casu arcus pz medium in verticem A incidit 
et utrinque arcum ipsi ef seu Af aequalem complectitur. 


sive 


COEOLLAEIUM 4 

84. Si arcus pz debeat esse triplus arcus ef seu « = 3, erit 

HEEFF+1) _jL_ \ 

Y \aeeff{f^ + E^F^ + a;^) ^ 2 e^fv 

'ZE^F^ -{-ZEF^2F^-\-2EEFF-\-2E^ 


et 


V' IE^F\F^ + EEFF+E^) 

„_-./ZE^F^ + ZEF—2F^ — 2EEFF-2E^ 

^~y " AE^F^(F^+EEFF+E*) 

COEOLLAEIUM 6 

85. Si hoc casu, quo n = B, arcus ef in vertice A incipiat, erit e==0 
et E= 1, unde 

2£^Y^F^-i-3F^ + 2FF+3F+2 

sive 


et 


4j>S(jr4 + jF2q.i) 


qui ergo valor est imaginarius. 
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COEOLLAEIUM 6 

86. Ut ergo arcus ef triplum exEiberi possit, is non in vertice A termi- 
nal! potest sen JE debet esse mains quam 1 atque adeo limes dabitur, infra 
quern accipi nequeat. Ad quern limitem inveniendum resolvi oportet banc 
aequationem 

3E^F^A-BJEF=2F^+2JEI1FF-\-^^^- 

In Eunc finem ponatur EF=S et EE-\- FF-= E; erit 

38^ + 38=^2EE-2SS ideoque E = V(^S^ A- SS-\-^8), 
unde fit 

iP _ = -)/(_ 2 ^ + ]/(| E* + SSf -f 1 5)) . 

Et cum sit JB>1 et ^^>1, debet esse B>2 et 3/5®+ 2/S^/S'-l- 3S> 8 
ideoque -S' > 1. 

COEOLLAEIUM 7 

87. G-eneratim ergo pro casii n = 3 oportet sit 

38^ + 38>2BE-2SS ideoque E < ]/(|- M -f | -S) ; 
quare si a sit numerus unitate minor, reperitur 

i?’ 4- JJ = ]/(2Sf + a }/(|- -S® -f + I ^)) , 

A’— ^ = ]/(- 2S' + « ]/(4 -S® -f -SSf + Y E)) • 

Debet ergo esse aa > et > 1. 

COEOLLAEIUM 8 

88. Ponamus 8 ‘==2; erit aa>^- Oapiatur a = l, ut sit BF=2 et 
EE+ FF^Vl^] erit 

iP + = l/(y 1 9 + 4) , = 1. ]/(]/ 19 -I- 4) - 1 y (]/l9 - 4) , 

F-E^V(yi3 - 4) , F= Y V'(I'19 + 4) -f- 1 V{yi3 - 4) ; 
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ergo 

e = 4-V(/19 + 4) -{V (/19 - 4) 
et 

/= i-V (/19 + 4) + |1/ (1/19 - 4) . 

Porro reperitur 

M=~ et N=0; 

2|/2 ’ 

unde 

hie ergo arcus triplus utrinque circa verticem aequaliter extenditur. 


III. DE COMPARATIOITE SUPERPICIEEUM SPHAEEOIDIS ELLIPTICI 
COMPEESSl ET CONOIDIS HYPEEBOLIOI 



89. Sit igitur primum propositum sphaeroides ellipti- 
curu genitum rotatione ellipsis BMA (Fig. 4) circa axem 
mmorem A C. Ponatur semiaxis minor CA = a et semi- 
axis maior GB — aVm existente m numero unitate maiori. 
Sumta iam in axe minore a centre G abscissa GP == x 
erit applicata PM = '\^m[aa — xx), unde elementum ellipti- 
cum 

^ aa — XX 


90. Posita nunc ratione diametri ad peripheriam =l:n erit portio super- 
ficiei sphaeroidieae a revolutione arcus BM genita, seu quae respondet ab- 
scissae GP==x, aequalis huic integrali 27tjdxym{aa — l)xx). Indicetur 
hoc integrale, quod tanquam functio abscissae x spectetur, hoc modo 

Jdxym(aa (m — l)xx) = n.x. 

91. Portio ergo superficiei sphaeroidieae ellipticae abscissae GP=x 
respondens erit =2n- n. x, ubi functio 17. x, uti perspicuum est, a logarithmis 
seu rectificatione parabolae pendet, eritque II.x = 0, si a: = 0; sin autem 
ponatur a? = a, turn 2n- U. a exhibebit semissem totius superficiei sphaeroidis. 


Sit porro conoides hyperbolicum genitum revolutione hyperbolae am 
p. 146) circa suum axem cap, cuius centrum sit in c. Ponatur eius 
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semiaxis transversus ca — c, semiaxis autem 
coniugatus = cVn. Sumta ergo in axe a centro 
c abscissa quacunque cp = quae quidem sit 
> c, erit applicata pm — 'Vn(py — cc) et ele- 
mentum hyperbolicum = 

Pig. 5. 

93. Hinc erit portio superfieiei conoidis istius byperbolici ex area am 
genita seu abscissae cp = y respondens =‘2nJ^Ayyn{(n ■^l)yy — cc). Quod 
integrale cum spectari possit tanquam functio ipsius y, ita indicetur 

fdyyn{{n -\-l)yy — cc)= O. y 

fitque O.y = 0, si capiatur y = c. Erit ergo superficies conoidis byperbolici 
abscissae cp = y respondens =2n ■ 0. y. 
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ergo 




dyi%+^^yy)]/F 


m{n + 1) 


y{E + Fyy) 


ccyn{m — l) 


0.y. 


96. His ergo substitutionibus factis babebimus banc aequationem 

^ ^ + a g _)_ (. + 1) )/ ■ »(-- 1) t 

ccyn{m-l) ' cc 


cui satisfacit baec relatio inter x Qt y 


seu 


m- 


ccx 


aacc > 
{m — l)(^ + 1); 


„ +T - * b(- + !'!') + S' 1) 

ubi yihTc — 1 ) ) negative accipi conveniet. 


aacc 




97. Vel ponatur h 


ae 


Yim — 1) 


, et si fuerit 


y = — V{aa + (m — l)xx) + 

a a'j/(w + l) 


seu 


erit 


ae 


K((« +i),jy-cc)- n(« + 1)*« - «), 


ccy(m — l) 

^ aaym{n-\-l) ^ (n + l)aeym 

n,x-{ y-f — -~T ^ = Const. + 

ce yn(m — l) cc 


98. Ad constantem autem definiendam ponatur = 0, ut sit n.x = 0, 
eritque y = e, unde prodit 

Const. - ‘“‘’^’"<"+1) 0.e ; 
ccyn(m — l) 

sicque babebitur 

jT. ^ (0. j, _ 0. «) _ (? 

ccyn(m — l) cc 

At si in hyperbola capiatur abscissa cf-==e, erit superficies conoidis ex arcu 
em nata =2n-(&.y — 6>. e). 
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99. Quoniam igitur y per x determinatnr, erit quoque 
'V{(n 4- '^)yy — cc) = ^xy{m — l){n -f- 1) + ^'V{aa-\-{m — l)xx){{n -\-l)ee — cc), 

(t (X 

unde fit 

2 / + dy((« + l)yy — cc) = T— + — y((n + l)ee — cc)) Yfaa -j- (m — V)xx) 

+ a? ]/(w — 1) (« + 1) 4- y(in + l)ee — cc)) ; 

sit 


erit 


l:<^y(m — 1) (w 4" 1) == <^ ■ 


y(m — 1) 

y(n + 1) 


? 


d = 


hincque obtinetur 


y(n + l) 

y((n 4- l)yy — cc) + yy(n + 1) 

_j_ _ gg^) ^y^aa {m — l)xx) 4- xYim — 1)) • 


100. Datis ergo abscissis CP = x et cf=e abscissa cp=y ita definiri 
debet, ut sit 

'|/ ((w + l)yj/-cc) + y-)/(M + l) _ (OT-l)a;a; \ ^ y, _ 

)/((w + l)ee — cc) + e')/(w + 1) ^ aa ' a ^ ' 

Delude autem est 

ayy{{npi)yy — cc) ae]/((M + l)cc — cc) , cc« ]/(»« + (w — l)a:ic) 

G Ju ^ ^ -,rn.™r+.,y,-r- —I—* : ..M.. - ■ r jr. , . - , , p— r-r r-.L -wi. .....ir ■ J n « 

2y(m~ 1)(^ + 1) 2Y(m~-l)(n y 1) 2a(n + 1) 


PROBLEMA HUGENIANUM 

101, Date sphaeroide elUptico lafo AB C invenire concMes JiyperloKcum apm, 
ita ut cir cuius describi possit geometrice, cuius area aequalis sit futura utrique 
super ficiei sphaeroidicae et conoidicae iunctim sumtae.^) 

1) Vide notam 1 p. 111. A. K. 

19 * 
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SOLUTIO PRIMA 

Manentibus pro utroque corpore denominationibus modo expositis sta- 
tuatur 

aaym(n + l) ^ ^ ^ aaym{n + l) ^ 

ccyn{m — l) yn{ni — 1) 

unde semiaxis transversus hyperbolae c determinatur numero n seu eius 
specie arbitrio nostro relicta, eiitque stabilita superiori relatione inter x et y 

n.x-^{G.y-G.e)== xy = + ± 


102. Cum nunc sit superficies sphaeroidis ex arcu BM nata seu 
Sup. Riltf = 2n • iT. a: et superficies conoidis ex arcu em nata seu 
Sup. em = 2?t(0. y — G. e), erit 

Sup. JiM+ Sup. em - +i) . 

TJnde si hae duae superficies iunctim sumtae aequentur circulo, cuius radius 
= r, ob eius aream = nrr erit 

2 exyyn(m — 1 )(m + 1 ) 

a 


103. Hie iam continetur solutio problematis sensu multo latiori accepti. 
Casu enim Hugeniano, quo integrum sphaeroides assumitur seu, quod eodem 
redit, eius semissis, erit x = a; turn vero punctum e in vertice a capi oportet, 
unde fit e = c. Erit ergo hoc casu 


fietque 


y = c ym + 


cyn(m — 1) 


= CJ9 


Sup. BA + Sup. am = 2^(w + l)aa ■ . 

y{n + l) 


sive 


104. Radio ergo circuit utrique superficiei simul aequalis posito 
rr — 2aa(m(n + 1 ) + ymn(m — l)(n 1 )) 

r = ay2 (ym(n + 1 ) + — 1 )) ym{n-{- !)• 


= r erit 
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Atque erit 




(Vmin + 1) + Vn(m — 1)); 

-^m{n + 1) 


V(n + 1) 

turn vero accipi debet 



i{m — 1) 

Quae est solutio simpHcissima Problematis Hugeniani. 

SOLUTIO SECUNDA 

105. Cum relatio inter x ei y sit ita comparata, ut sit 

]/((» + 1 )^ 2 / -cc)+yT/(w + l) _,//., I (m — l)xx \ _ .s 

]/((w + l)ee — cc) + e'j/(w + l) aa ) a 


sitque 


n.a> + ‘“‘y”(’‘+^W y-e.e) 

ccyn{m — l) 


= V'»»(” + 1) / ao^y]/((w + Dyy — cc) _ aae ]/((« + l)ee — cc) ccx 'j/(aa + (m ~ l)a;a;)\ 
2cc V y(m — l) ]/(jw — 1) y'(w + l) / 

capiatur in conoide nova abscissa cg== z et pro e iam sumatur y, ut sit 

]/((w + l)zz -cc)+s y (n + 1) ^ 1/ A I (m — l)a;a: \ , 

y((n' + l)yy —cc) + yy(n+ 1) V aa / a ’ 

erit pariter . 

rr , aaym(n+l).^ ^ . 

J7.X + — V " - (0.z—0.y) 

ccyn(m — 1) ' 

ym(n + l) l aa 0 y((,n + l)Z 0 — cc) aayy((n + l)y y — ce) ccxy(aa + (m -l)xx) 

\ Tf//*-* w\ -%/r \ I 


2cc 


y{m — l) 


y(m— 1) 


]/(« + !) 


106. Addantur hae formulae invicem atque y prorsus eliminabitur; fiet 


emm 


y{{n-\-l)00 — cc)-{- 0 y(n + l) (^/f^ , (to— , x ,, 

-VV + ~^) + V n»— 1) 


eritqne 


I ac^Ymin + l) ^ . 

217. X + ■ — ^ (0 . 0 — 0. e) 

ccynim — l) 


ym(n + 1) ^ aa^]/((n + 1 ) 0 ^ — cc) aaey({n~{-l)ee'—c c) ^ 2ccxy{aa’\~{m--'l)xxy\ 


2cc 




m — 1) 


1/(to — 1 ) 


y(»*+i) 
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107. Statuatur iam 


aa 


ym(n -|- 1 ) 

ecy'n(m— 1) 


2 seu cc : 


aa'f/m(n-i- 1) _ 

2 y'n(m — 1 ) ’ 


erit per multiplicando 


Sup. BM-j- Sup. en 

I -■ . — + 

2cc ^ ]/(w — 1) y'(m — l) 

unde facile radius circuli aequalis definitur. 


X y'm(n + l) /' aa 2 'l/((n + 1)55 — cc) aae]/((n + 1)^6 — cc) 2cca;]/(aa + (m — 


V(n + 1) 


108. Sit nunc pro casu Hugeniano a; = a et e = c; erit 

ifciJJit “HfPfe+l) _ (y„ + y(„ _ !))■ 

c (Yn + y{n + 1)) 


Hincque invento z existenteque 


cc = 


erit 

Sup. BA Sup. an 


aaym(n + 1) 
2 yn(m — 1 ) 


31 ]/»«(« + 1) /aa5 ]/((w. + 1)55 — cc) aaccYn 2aacc]/! 


2cc 


\ y(m — l) 


+ 


m] 


y(m — l) l/(n + l)- 


SOLUTIO GENEEALIS 

109. Si liac ratione continuo ulterius progrediamur, ut supra pro parabola 
est factum, reperietur, si abscissa cq = z existente cf = e ita capiatur, ut sit 

y((n + l)zz-cc)+z y(n + l) _ /wA , {m-l)xx \ _ yV 

y((n-i-l)ee — ccl -PeT/rra 4- 1) v ^ aa ' a J 


fore 


^ , aaVniin + l), ^ ^ v 

lj,n. X -1 ' / T 1 ( 0 . s—Q.e) 

ccyn(m — 1) 


1/m*(w4-1) (aazy{{n-\^l)zz — cc) aac]/((w + l)ee — cc) . n,ccxy{aa-\-{m — l)xx')\ 

2cc \ y(m — l) Yim — l) ■|/(w + l) / 

= — Sup. BM -Y —r — — — Sup. e,n. 

2x 2:n;ccyn(m— 1) 
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110. Pro casu ergo Hugenii posito x = a et e = c fiat 
capiatur abscissa cq = z, ita tit sit 


a a ]/m(n -f- 1) 
ec yn{m — 1) 


= /i et 


eritque 


y((n + l}zs — cc) + gy(n-^l) , / . 

c(yn + y(n + l)) ^ ^ ’ 


Sup. BA 4- Sup an = + y ^azy{(.n, + l) 20 -c c) _ aaccy n [laaccy m 


(ICC 


y(m— 1) 


y(m — 1) y(n + 1) 


sive 


Sup. BAA- Sup. an = 7 i(zyn((n + 1)^^ — cc) — ncc + T/otw. (w __1) 

V y(n + l) 

= TT (zyn((n 4- 1)^^ — cc) — ncc + mao)- 


111. Quaecunque ergo fuerit hyperbola, ex qua conoides nascitur, dummodo 
sit = u numerus rationalis, ab eo seruper portio an abscindi 

ecyn(m — l) ^ j. i 

poterit, cuius superficies ad superficiem sphaeroidis BMA addita per cir- 
culum exhiberi potest, cuius radius r geometrice est assignabilis; erit enim 

r = V (maa — ncc-y ziyn((n + l)zz — cc)). 


112. Quo autem facilius pateat, quomodo abscissa cq = z reperiri debeat, 
cum sit 

y((^)_££ _l_ y yy (y^ y^^ _ 

erit 

J y(n + 1) - - l) = (V(n + 1) - yn) (/m - /(m - 1))^'; 

hinc facile tarn z quam y((w4-l)^^ — colligentur. 


113. Hinc autem porro concluditur fore 

zyn[{n 4- — cc) = — — {Vin 4- 1) 4- — 1))^'^ 

4 yin + 1 ) 

— Ayi^iy + 1 ) — - 1 ))"'*- 

4 y{n + l) 
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sicque problema non difficulter construitur, dummodo exponens ^ fuerit 
rationalis. 


114. Haec igitur exempla sufficiant usum novae methodi, quam adumbravi, 
ostendisse; etsi enim haec eadem exempla methodo consueta iam. sint soluta, 
tamen non solum ad calculos admodum intricatos deveniri solet, sed etiam 
integratione, qua formulae differentiales vel ad quadraturam circuli vel ad 
logarithmos reducantur, absolute est opus. Huius igitur novae methodi in- 
signe commodum in hoc consistit, quod eius beneflcio eadem problemata tarn 
sine laborioso calculo quam sine ulla integratione resolvi queant; quam ob 
causam inde merito multo maiora ac sublimiora expectare licet, quae vim 
omnium consuetarum methodorum penitus superent. 



SPECIMEN ALTERUM METHODI NOYAE 
QUANTITATES TEANSCENDENTES 
INTER SE COMPARANDI 
DE COMPARATIONE ARCUUM ELLIPSIS 

Commentatio 261 indicis Enestrobmiani 

Noyi commentarii aeademiae scientiamm Petropolitanae 7 (1758/9), 1761, p. 3 — 48 
Summarium (Oommentationum 261 et 263) ibidem p. 5 — 8^) 


1. Primum huius methodi specimen, quod nuper®) exhibui, in comparatione 
arcuum circuli et parabolae conicae versabatur; quae comparatio etsi in se 
spectata non est nova, cum methodis vulgaribus iam pridem sit expedita, 
tamen inde exordiendum est visum, quo novae huius methodi, quam ad- 
umbravi, vis melius perspiciatur; quod non solum ad easdem veritates, quae 
methodis consuetis erui solent, perducat, sed etiam viam longe faciliorem et 
expeditiorem eadem praestandi patefaciat. Methodus enim consueta inte- 
grationes satis taediosas requirit atque ita est comparata, ut, nisi arcus 
istarum curvarum, qui inter se sunt comparandi, ad quadraturas cognitas 
circuli ac hyperbolae revocari potuissent, nullo modo in subsidium vocari 
potuisset. 

2. Quantum ergo haec nova methodus praestare valeat, uberius ex com- 
paratione arcuum elhpsis et hyperbolae perspicietur; quarum curvarum rectifi- 
catio cum nullo modo neque ad circuli quadraturam neque ad logarithmos 
reduci queat, methodis consuetis nullus amplius locus relinquitur neque per 
eas modus patet diversos istarum curvarum arcus inter se conferendi. Quare 


1) Vide p. 108. A. K. 

2) L. Euleki Commentatio 263 (indicis Enbstroemiani) ; vide p. 108. A. K. 

Leonhardi Euleri Opera omEia 1 20 ComEientationes analyticae 
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cum. ostendero novae huius method! beneficio comparationem arcuum ellipti- 
corum et hyperbolicorum pari cum successu institui posse atque arcuum 
parabohcorum, quoniam method! vulgares ad id plane sunt ineptae, eo magis 
summus usus novae method! inde elucebit. 

3. Inven! autem huius method! ope arcus tarn ellipticos quam hyperbolicos 
par! modo inter se comparar! posse atque arcus parabolicos neque id impedi- 
mento esse, quod harum curvarum rectificatio vires Analyseos penitus trans- 
gred! videatur. Quin etiam haec comparatio sub iisdem conditionibus atque 
in parabola institui potest, ita ut proposito sive in ellipsi sive in hyperbola 
arcu quocnnque ab alio quovis eiusdem curvae puncto arcus abscindi possit, 
qui ab illo differat quantitate geometrice assignabili. Simili autem modo a 
puncto quovis arcus exhiberi poterit, qui ab arcu proposito vel bis vel ter 
vel toties sumto, quoties lubuerit, quantitate geometrica discrepet. 

4. PoiTO autem effici potest, ut haec differentia plane in nihilum abeat 
arcusque inventus ipsi arcui proposito eiusve multiple adeo fiat aequalis, 
perinde atque in parabola id fieri posse notum est. Similiter quidem usu 
venit, ut bini arcus aequales exhiberi nequeant, qui non simul inter se sint 
similes; verum hoc multo magis notatu erit dignum, quod tarn in ellipsi 
quam hyperbola proposito arcu quocnnque semper alius arcus assignari queat, 
qui illius duplo vel triple vel multiple cuicunque sit aequalis. 

5. Quemadmodum igitur ratione comparationis diversorum arcuum ellipsis 
et hyperbola indolem parabolae sequuntur, ita curva lemniscata ipsi circulo 
similis deprehenditur. In ea enim emva aeque ac in circulo si propositus 
fuerit arcus quicunque, a puncto quovis dato arcum abscindere licet, qui 
proposito vel fuerit aequalis vel duplo maior vel triple vel toties, quoties 
lubuerit. In hac namque curva perinde atque in circulo eiusmodi arcus non 
dantur, quorum differentia geometrice possit assignari. 

6. Quae autem hie sum allaturus, multo latius patent quam ad curvas 
commemoratas, ellipsin, hyperbolam et lemniscatam, quippe quae tantum 
casus quasi simplicissimos constituunt formularum, quas haec methodus sup- 
peditat. His enim formulis evolutis similem comparationem in infinitis aliis 
curvarum generibus instituere licebit. Quemadmodum autem primum specimen 
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evolutione huius aequationis innitebatur 

0 == a 4- 2l3(x + y) + y(xx + yy) + 2Sxy, 

ita bic aequationem latius paten tern fundamenti loco assumi oportet, ex qua 
tamen utraque variabilis ope exti-actionis radicis quadratae definiri queat. Sit 
igitur proposita haec 

AEQUATIO CANOOTCA 
0==a + y{xx^yy)-\-'2dxy + 'Qxxyy 

1. Quodsi ex hac aequatione tarn valorem ipsius x quam ipsius y seorsim 
extrahamus, obtinebimus 

— 8x-{-']/(d8xx — (a 'yxx){y + ^xx)) 

2 /= i^x 

= — ^y—Vi^^yy — (« + 'yyy)iy + ^yy )) 

y + tyy 

ubi signis radicalibus diversa tribuimus signa, quoniam ab arbitrio nostro 
pendent, dummodo eorum in sequentibus debita ratio teneatur. 


8. Ponamus, ut brevitati consulamus, has formulas surdas 


y{ddxx— 

(a + yxx) (y + 'Qxx)) == X 

et 


y{ddyy — 

■ (“ + ryy)(.r + tyy)) = y, 

ut habeamus 


— -|~ X 

seu X = yy dx txxy, 

~Sy~T 

seu — Y = yx ^y Qxyy. 

r + tyy 


9. Nunc aequatio canonica etiam differentietur eritque 

0 = dx(yx -\-dy + "Qxyy) + dy{yy + dx + "Cxxy), 
unde colligimus fore 

0 = —Ydx + Xdy sive ^ — -J = 0. 

Cum igitur X sit functio ipsius a; et F ipsius y, erit integrando 
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'dx 

X 


Const. 


10. Vicissim ergo novimns, si huiusmodi aequatio integralis faerit pro- 

in qua X et T eiusmodi functiones irrationales ipsarum cc et y designent, 
ut sit 

X == y(($dxx — (a + yocx){Y 4- ^xx)) 

et 

Y == V{ddyy — (a -f Yyy)ir-+ ^yy))^ 

turn hiiic aequationi satisfacere relationem inter x Qt y per aequationem 
canonicam definitam. 


dx 

'X 


= 0, ita con- 


11. Quemadmodum autem invenimus .aequationem ^ 
sideremus nunc aequationem latius patentem 

Qdy Pdx 
Y X 

et investigemus, cuiusmodi functiones P et Q esse queant ipsarum x et y, 
ut dV integrationem admittat ideoque differentia formularum integralium 

^Pdx 


Py-I- 


X 


Const. H- F 


algebraice esMberi queat. 


13.^) Quo baec investigatio facilius institui queat, ponamus xy = u et ob 
xdy = babebimus dy = ^ — qui valor loco dy in aequatione 

differentiali substitutus dabit 

0 = dx(YX + 3yY X>xyy) + ^ a; -f Ixxy) — dx Ydy + txyy) 

seu per x multiplicando 

0 = dxiyxx — yyy) + ^'^{yV + l^xxy) 

0 = ydxixx — yy) + Xdu. 


seu 


1) Ie editione principe loco numerum 12 et qui sequuntur falso numeri 13 et qui sequuutur 
script! suat. Palsos paragraplorum numeros retiaeudos esse putavimus. A. K. 
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14. Erit emo 


dx 


du 


X — y{yy~-xx) 

unde habebimus 


, et cum sit erit quoque 

^F= 

f\yy—xx)' 


dy 


du 


Prime ergo patet, si sit Q==yy et P = xx, fore 


T-rr du , -rr 

dV = — et F = — == 

r y 7 


Hinc assnrata aequatione canonica erit 

J -f~p - Const + S. 


T riyy — osx)’ 


15. Similis autem integratio quantitatis F quoque succedit, si pro P et Q 
accipiuntur potestates quaevis parium dimensionum ipsarum x et y. Quod 
ut appareat, ponamus xx yy = t et ob xy = u aequatio canonica abit in 
banc formam 

0 = (X "I" "i“ Sd'W “j" 


unde fit ^ = 


— a — 2 

7 


16. Ponamus iam P — x^ et Q = y*", erit 

dV= ~(xx + yy) = ideoque dV= -i~(a-\-2Su-\-^uu); 
unde integrando fit 

— -l^L, giye y=^y(^a-\-3dxy-}-^xxyy). 

yy yy 3 yy ^77 ^ * 

Vel ob l^xxyy = — a — y{<cx yy) — 2Sxy habebitur 

F = (2 c — y{oox + yy)-\- dxy). 

17. Quare nostra aequatio canonica etiam satisfaciet huic aequationi 
integrali 


Const 


^^{8a + idxy + ^xxyy). 
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Atque his tribus casibus colligendis aequatio canonica satisfaciet huic aequa- 
tioni differeutiali latius pateuti 


A 


dy(% + 


y{d Syy — {(i-{- yyy){y + iyy')) 
SQxy 


■A 




YiSdxx — (a + yxx) (y + t,xx)) 


Const. -|- 


^(3a -j-3Sxy + ^s^xyy). 


18. Si ulterius progredi velimus, ponamus P = ic® et Q = y^ fietque 
clV = ^{y*‘ + xdoyy + a?*) = 
substitute ergo pro t valore inveuto erit 

dF= ^ (aa + Aadu + (4(^(1 + 2a'C — Yy)uu + 
ideoque integrando 


F= ^{aa + 2adu + + 2o:^ — yy)uu + 

y \ o 0 / 

Unde erit per aequationem canonicam 

/y^dy Cx^dx 
e/ 3r t/ 

= Const. + (l5aa + 30ada;i/ + 5 (ddd -f 2oc^ — 15 3^^a:y)- 


19. Nunc autem formulis nostris irrationalibus X et F eiusmodi formas 
inducamus, quae facilius ad quosvis casus accommodari queant, sitque 

X = ']/p[A-\- Cxx -j- jEx^) et Y = yp(A-\- Gyy + Ey ^) ; 
necesse ergo est sit 

Af = ~ ay, Ep = — y^, Cp = — yy — 

-=^. et ^=V{rr + op + ^y 


unde fit 


a ■■ 
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20. Sit iam et p=^'kk sumaturque y = — YA ac fiet 

a^MVA, y^ — YA, et d = Y(A + CkJc + JEk*) 

sicque erit 

X-=kY{A+ Gxx + Ex'^) et Y=k Y(A + Gy ij + Mf) 
et aequatio canonica prodibit 

0 = Akk — A{xx + yy) + 2xyYA(A + Gkk + EE) + Ekkxxyy. 


21. Ex hac autem variabiles x ei y ita a se invicem pendent, ut sit 
X=-yYA-Y xY{A + Gkk + EE) + 
r = xYA — yY{A+ Gkk+ EE) — xyy, 

unde fit 

_ xYA{A^Ckk + EE)-kYA{A+ Gxx + EE) 

A — Elihxx ^ 

X = yYA{A + Gkk + EE) + k YA{A + Oyy + Ef) 

A — Ehhyy 


22. Hi igitur valores satisfacient buic aequationi integrali latissime 
patenti ex § 17 deductae, dum ea per — k multiplicatur, 

f^£^A:^xx+^)_ rdy(^ + SBy y + (S,y*) 

^ Y(A+Gxx + EE) J Y(A + Gyy + Ey^) 

— Const. -{■ 4“ 3xyYA(A -j- Gkk -j- EE) -j- Ekkxxyy^ 

= Const. + {3 Akk + 3A(xx + yy) — Ekkxxyy^ ■ 


23. Quodsi ergo curva quaepiam ita fuerit comparata, ut abscissae 
respondeat arcus 


rdx(% + fdxx + <&E) 
A YiA + CxxAEx'^) 


X 
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isque notetur per 77. x et arcus alii abscissae y respondens in eadem curva 

J YiA + Cyy + Ey^) 

per n. y, inter hos duos arcus ista relatio locum habebit 

n.x-n.y = Const. + + ^A{xx + yy) - Ehkxxyy) , 

siquidem abscissae ir et ^ ita a se invicem pendeant, ut sit 
^ y ]^A(A -f- Okk H~ -EA*) -|- 7c y'A(A 4- Gyy + Ey*) 


et 


y = 


— JEjhTcyy 

' ]^A(A -}- Ok/u -p Ek*') — k 'y' A(^A + Oxx -f- Eoc^') 
A — Ekkxx 


24. Ad istam autem constantem, quam aequatio integralis continet^ deter- 
minandam consideretur casus, quo y = 0 et quo fit x = h-, quodsi iam arcus 
abscissae evanescenti conveniens quoque evanescat, erit pro hoc casu 
77. /c = Const., quo valore substituto habebitur 

jj ^ jj y jj '^kxy ^kxyQik + xx + yy) (^Ek^x^y^ 

VA 2]/A. QAYA 

Hoc ergo modo terni arcus in ista curva dantur, quorum unus summam 
binorum reliquorum superat quantitate geometrice assignabili. 


25. Hinc iam in genere patet, si curva ita fuerit comparata, 
abscissae x respondens sit 


77. X 




%dx 


Y{AJrGxx-{-EoA) 


ut arcus 


ideoque sit 35 = 0 et (£ = 0, turn arcuum illorum differentiam in uihilnm 
abire; hocque ergo casu in hac curva arcuum comparatio perinde institui 
poterit atque in circulo. Sin autem in numeratore adsit terminus 'Bxx vel 
vel uterque, turn arcuum illorum ternorum differentia geometrice assigna- 
bihs est ideoque arcuum comparatio perinde succedet atque in parabola. 
Ipsa autem comparatio eodem modo perficietur, quern in specimine priore 
pro circulo ac parabola exposui. 
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26. Quoniam terni arcus in computmn veniunt, quorum abscissae sunt 
X, y Qi k, patet, quemadmodum y pendet ab x et k, eodem modo k ab 
X y pendere, unde datis binis tertia ex his aequationibus determinabitur 

X — ^ Glih-\-Ekf) -f- k YA {A + Cyy + Ey^') 

A — EJcJcyy ~ ’ 

^ + CJcJc -j- ETc^) — Ic YA(A + Cxx ■+ Ex^) 

A — Ekhxx ’ 

j^_ xyA{A + Cyy + Ey*) - y yA(A + Cxx + Eaf) 

A — Exxyy 


27. Si hinc aequatio formetur ab irrationalitate omni inmunis, prodibit 


EEk*x*y* = AA(2kkxx + 2kkyy -}- ‘2,xxyy — k!^ — — 2 /*) 

+ iACkkxxyy -(- 2AJEkkxxyy(kk + -|- yy). 


In qua cum ternae abscissae k, x, y pari modo sint immixtae, considerari 
poterunt earum quadrata kk, xx, yy tanquam radices huiusmodi aequationis 
cubicae 

Z^-i)ZZ+2Z-r = 0, 

et cum sit 


erit 

sire 


jy = kk-\- xx + yy, 
q = kkxx -|- kkyy + xxyy, 
r = kkxxyy, 

JEErr = AA(4:q —pp) + 4.4 (7r + 2AEpr 
(Ap — Ery = 4AAq + 4A Or. 


28. Hac ergo inter coefficientes p, q Qi r relatione coustituta si pro kk, 
XX et yy capiantur ternae radices huius aequationis cubicae 

Z^—pZZA-qZ—r = Q, 

erit pro comparatione arcuum curvae, quam (§ 23) sumus contemplati, 

/7. a; — i7. 2/ — 77. 4- . 

yA 21/4 64)/4 

Lbomhabdi Etitum Opera omnia Iso Commentationes analyticae 21 
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29. Sint ipsae abscissae suis signis affectae -j- x, — «/, — k radices huius 
aequationis cubicae 

/ + -j- ^0 — u = 0; 

erit 

l/r = ^ = if-j-2su et = ss — 2i 

atque 

(Atss — 2Ai — Emtf = 4,AAU -f- SAAsu + 4:A Cuu 

sive 


Ass — Euu 2Asu-i-Cuu 

4 A Ass — Euu 


Kadices autem huius aequationis ope trisectionis anguli ita reperientur, ut 
sumto «; = -|-'i/(ss — 3t) et angulo •P, cuius sit cosinus scilicet 

^ , 27u+9st—2s^ b 

cos. <P = — ^ J, 

2(ss — 3 1) y(ss —3t) 

ipsae radices futurae sint 


= V cos. 


£ 

J 



y=‘V cos. (60“ + 1 — Is, 


A = 2; COS 





£ 

¥ 


s. 


30. Sod iGlictis his, qua© ad radicGs spoctant, iisuta fornmlao invGntao 
accuratius perpendamus ac primo quidem notatu maxime digna occurrit haec 
aequatio differentialis 

dy 

y{A -f Cxx + Ex^) “ y{A + Gyy + Ey^Y 

qnippe cui novimus conyenire hanc aequationem integralem 

yVA{A + Oh-k + ElA)-\-ltyA{A+Gyy-\-Ey) _ 

A — Ehlcyy ’ 

quae cum constautem novam Ic inyolvat ab arbitrio nostro pendentem, erit 
revera integralis completa. 


l) Editio princeps: cos. 0 = - ^1 . '^ "h . 

8(55 — 3^)y(5s + 3*) 


Correxit A. K. 
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31. Si pro hoc casu ponamus 


y{A + Cxx + Ex^) 


n. X, 


quia posito y = 0 fit x^h, erit n.x^ n.k-{- n.y. Hinc, si fiat li = y, 
ut sit 

^ ^y']/A{A + Cyy-\-E'!f) 

A-Ey^ 

erit n.x = 2n.y ideoque iste valor ipsius x satisfacit huic aequationi diffe- 
reutiali 

dx 2dy 

y{A + Cxx + Ex^) ~ y{A+~Cy~fy^y 

quia autem novam constauteru non complectitur, erit is tantum integrate in- 
completum. 

32. Interim tamen et huius aequationis differentialis facile integrate 
completum exhiberi poterit. Ponatur enim 


eritque 


dy de 

y(A + Cyy + Ey^) y(A + G00 + Ez^) 

z y A(^A -1- 0]c]c + Ek^^ ky A(^A -j- Czz -f- Ez^') 
_______ ^ 


qui valor loco y substituatur in formula 

^yyA{A + Cyy + Ey) 

A-Ef 

sicque exprimetur x per e et novam constantem arbitrariam \ qui valor erit 
integrale completum huius aequationis differentialis 

dx ^dz 

y^+Cxx + Ex^) ~ y{A + Czz + Ez^)' 


33. Statuamus n. Jc = nn.y ac sumamus valorem ipsius h iam esse 
inventum atque ex praecedentibus colligimus, si capiatur 

yyA{A + Okk + Ek^) + kyA(A + Cyy + Ey) 

^ A — Ekkyy 
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fore n.x = (« + 1) 77. y. Cum igitur casu n = l sit /v = y, yalor Line pro 
X inventus dabit valorem ipsius h pro casu n = 2, unde reperitur x, ut sit 
H. X == SIT. y. Qui valor porro pro k sumtus eum praebebit valorem ipsius 
X, ut fiat n.x = 4n.y, sicque, quousque lubuerit, progredi licet. 


34. Invento autem valore ipsius x, ut sit II. x = nil. y, erit is integrate 
particulare buius aequationis differentialis 

^ ndy 

y'(.d -j- Cxx -jr I'X^) ~h C^yy ~i~ I'y^) 

turn vero capiatur 

^ _ ic yA(A 4- Ckk + Ik^)Ak yA(A + Oxx + liA) 

A-mixx 

sicque obtinebitur valor integralis ipsius z completus pro hac aequatione 
differentiali 

dz ndy 

y{A + Gzz A E^) ~ y{A + Cyy + Ey^) ’ 

erit enim II.z = n.h n.x= n.k-\- nil. y. 


35. Contemplemur nunc etiam in genere formulam latius patentem 
eamque ad lineam curvam akfgpqrst (Pig. 1) transferamus, cuius baec sit 

indoles, ut posita abscissa quacunque 
AK=x arcus ipsi respondens sit 



^ y^AA Cxx + Ex*) ’ 


quern hoc signo IT. x indicemus. Mani- 
festum autem est, quemadmodum baec 
relatio inter arcum ak et suam abscissam AK est stabilita, eandem quoque 
inter arcum et applicatam vel cordam aliamve rectam, ad quam arcum referre 
licet, constitui potuisse. Quare etsi bic x abscissam arcui ak respondentem 
designat, tamen quoque aliam quamvis rectam ad arcum pertinentem denotare 
poterit, dummodo ea evanescat ipso arcu evanescente. 
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36. Consideremus nunc ternas abscissas, quae sint AK=Jc, AF=f et 
■^G = g, quae ita a se invicem pendeant, ut sit 

^^f_y AliyA{A-\- Cff + Ef) 

^ A — mhff ’ 

^ g VA(AA + E k*) — k 'I/A(A + Ogiff+Ea^) 

A — Ehi^ ^ 

Z' = aV^i^+Gff+Ef ^) -fyA{A + Cgg + Eg*) 

A-Effgg 

atque inter arcus ah^n.h, af^n.fetag^H.g baec relatio locum 
babebit, ut sit 

n.g — n.f—n.h^ Arc. ag — Arc. af — Arc. alt = Arc. fg — Arc. ah 

^ ‘i&Tifg ^JcfgQcTc + ff+gg) ^E¥fg^ 

yA 2 /A <oAyA ' 

37. Dato ergo quocunque arcu ah a curvae initio a sumto a quovis puncto 
f abscindi poterit arcus fg, ita ut differentia arcuum fg et ah geometrice 
assignari queat. Ob puncta enim h f data dabuntur abscissae h et f, ex 
quibus per formulam primam definitur abscissa g. Vel etiam, si dentur 
puncta h et g, a puncto g regrediendo abscindi poterit arcus gf, qui ab arcu 
ah quantitate geometrica discrepet. Vel denique dato arcu quocunque fg a 
curvae initio a abscindi poterit arcus ah, qui ab illo quantitate geometrica 
discrepet. 

38. Casus hie evolvi meretur, quo f^h-, si igitur abscissa AG = g 
(Fig. 2) ita accipiatur, ut sit 

^ _ 2JcyA (A + Gkh + Eh*) 

^ A- Eh* 

existente AK=h, erit 
Arc. ag-2 Arc. ah = 

yA 2]/A 6A]/A 

Quodsi iam fuerit Eh* > A, valor ipsius g prodibit negativus, qui ergo retro 




166 


SPECIMEN ALTERTJM METHODI NOVAE 


[16—17 


sumtus fit AH ita ut sit g = — h et U. g = — II.Ti eiistente 


7 ^lyAiA^ChhAETA) 
E¥-A 

eritque mutatis signis 


Arc. ah A- 2 Arc. ak = 


mkh 

Va 


+ 


(lJcJch( 2kTc + hh) __ (S,EkV 

2~yA 6A]/a' 


39. Hinc intelligitur abscissam k eiusraodi valorem obtinere posse, ut fiat 
h = k\ quare si curva ex puncto a utrinque per ramos similes et aequales 
exteudatur fueritque AH= AK, erit quoque kxo,. ah = krc. ak] unde si sit 
h — k seu 


vel 

erit 


Hk^ -A^ 2yA{A + Gkk + Ek^) 
EEk^ — &AEk^ — AA Gkk — 3AA = 0, 


3 Arc. ak = 


3^ 

2]/A 


(EEF . 
6AyA’ 


arcus ergo buic 
cum sit 


abscissae AE=-k respondens absolute erit rectificabilis. 


Arc. ak== 


3 y A~^ 2y A 


(EEk^ 
18 AyA 


40. Aequatio autem ilia, etsi est octavi gradus, commode resolvi potest; 
positis enim eius factoribus 


reperitur 

unde oritur 
Mncque 


(k^ “f“ cckk — (— jSyk^ — cckk — f- y = 0 
a , . iAC , a ^AA 


. 12.1 , 36.1.!l 16 .4.100 12.1.1 

“ “■X-““ + “XS 


cca 


4 A , nVl6 AACC~ 64 A^E 


+r 


E ' y E^ 

^ ^ 3j4 2AG 

2 E ccEE 


et ob 
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erit 


vel etiam 


hh 




kk- 


-ja± 


VC 


-2 AC ^ 
aEE E 


aa 


-aa 


41. Verum quod abscissae negativae idem arcus negative sumtus respon- 
deat, hoc in istis curvis semper locum habet. Nam cum sit 


n.x= 

J y(A -t- Gxx+ ExA) ’ 
si abscissa x capiatur negativa, erit 




— dx(% -|- ^xx -f (£a;^) 
y(A -j- Oxx -f Ex*) 


= — n.x. 


Videtur ergo, quoties abscissae ^ in § praec. definitae respondet arcus realis, 
turn eiusdem arcus longitudinem geometrice assignari posse. 


42. Affirmare autem non ausim hoc ratiocinium, quo arcum absolute recti- 
ficabilem elicui, semper tuto adhiberi posse; videntur enim casus existere, 
quibus id locum non sit habiturum. Si enim sit == 0 et ® = 0 ideoque 


n.x 


•A 


%dx 


y(A -f Oxx -f- Ex*) ’ 


prodiret in § 39 utique 3 Arc. ak = 0, cum tamen ex aequatione octavi gradus 
ibi exhibita non fiat abscissa k = 0. Verum recordandum est banc aequa- 
tionem natam esse ex bac 

, 2kyA(A + Ckk-i-Ek*) 

^ = =— i • 


quae cum statim praebeat radicem ^; = 0, baec unica erit, quae hoc casu 
quaesito satisfacit reliquis existentibus omnibus ineptis. 


43. Neque tamen his casibus ratiocinium omnino fallere censendum est, 
etiamsi pro k alia quaecnnque radix accipiatur, sed potius eidem abscissae 
plures arcus respondere sunt putandi, quorum unus tantum isque negativus 
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satisfaciat; hocque ergo casu, tametsi in § 38 statuatur h = k, tamen inde 
non sequitur esse Arc. ah = Arc. ak ideoqne Arc. ah + 2Arc. ak = 3Arc. ak, 
cum eidem abscissae h = k etiam alii arcus praeter Arc. ak conveniant, inter 
quos unus sit, qui reddat Arc. ah + 2Arc. ak = 0. 


44. Quod quo clarius perspiciatur, ponamus A = l, (7=2 et -21=1 exi- 
stente 35 = 0 et (5 = 0 eritque n.x=% Arc. tang, x et Arc. ak = 31A tang, k 
atque Arc. ah = 21A tang, h; posito ergo 

■j 2k l7[l 2kk -p 2k 

kk-1 

erit StA tang, h + 22t A tang, k = 0. Quodsi iam ponatur h = k, fiet kk = 3 
et k = y3 reperieturque S((A tang. Vs + 2A tang. VS) = 0. Etsi autem est 
A tang. ]/3 = Arc. 60°, tamen inde non sequitur 33t Arc. 60° = 0, quod utique 
esset falsum; sed quoniam tangenti Ys convenit quoque arcus — 120°, bic 
valor priori loco pro A tang. Ys scriptus veritatem praebebit, scilicet 

2t(— Arc. 120° + 2 Arc. 60°) = 0. 


45. Haec igitur ambiguitas, qua eidem quantitati k, quam hie tanquam 
abscissam assumimus, plures valores Arc. ak respondere possunt, in causa est, 
quod, etiamsi in § 38 ponatur h = k, non tamen pro Arc. + 2Arc. scri- 
bere liceat 3 Arc. ak. Interim tamen nihilominus erit etiam hoc casu 


Arc. ah + 2Arc. ak = 


Ya 


+ 


2YA 


6AYA’ 


abscissae enim h, etsi est = k, tamen praeter arcum ak alius quoque arcus 
conveniet, qui loco Arc. ah substitutus aequationi satisfacit. Hanc ergo ambi- 
guitatem sedulo dispici oportet, ne in errorem inducamur. 


46. Quoties autem huiusmodi ambiguitas non habet locum, ita ut eidem 
abscissae unicus arcus respondeat, turn sine haesitatione posita abscissa h = k 
etiam pro Arc. ah scribere licebit Arc. ak et 3 Arc. ak pro Arc. + 2 Arc. ak 
neque hinc ullus error erit extimescendus, quaecunque radix aequationis 
octavi gradus § 39 inventae pro k capiatur. Id quod evidens erit in casu, 
quo % = A, © = 2(7 et @ = 3JE, quippe quo fit 

/?. a; = xY(A + Cxx + 
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ideoque quantitas algebraica et 

n.g — n.f—II.k = 4 - + _ EE¥fg^ 

VA. 2]/4 2 Ay A 


47. Quodsi iam ponatar f =k, erit 


9 


^lyAjA + ChhAEU) 


et 


A~Eh^ 


VA(A + Cgg + Ey) = Ajgg-Uk) AEk^gg _ 


Sit nunc g = ~k seu 

Ek* — A = 2yA(A-{- Gkk + EE); 
erit 

yA(A 4- Cgg + Eg^) = — = yA(A + Gkk 4- EE); 
unde lT.g = ~n.k et 

kjiACkk + 9AE E- EEE ) 

yA 2yA 2AyA ‘ sZ/a 

At est 

EEE = QAEE 4- iAGkk 4- BAA, 

unde fit 

zn.l ~SkV{A + OU + BV), 

quod ob n.k — ky{A-{- Gkk EE) est veritati consentaneum. 


48. Quanquam autem haec curva per se est rectificabilis, tamen evidenter 
probat id, quod volumus, scilicet contineri in nostris formulis etiam curvas 
irrectificabiles, in quibus modo ante exposito arcum absolute rectificabilem 
assignari liceat. Invento autem uno arcu rectificabili velut ak ex eo statim 
infiniti alii eiusdem indolis exhiberi poterunt; cum enim a quo vis puncto 
f abscindi queat arcus fg, cuius ab iUo differentia est geometrica, etiam Me 
arcus erit rectificabilis. Praeterea vero ex eodem arcu adbuc alii infiniti 
pariter rectificabiles reperientur modo sequenti, quern in genere exponere 
convenit. 
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gratif' simpliciores reddamas, ponamas brevitafc 

YA { A + Ckk + EW -)- K , VA { A + Cff + Br )- F , VA ( A + cf , 

ut sit per § 36 


Quodsi iam fuerit 


erit 


fK^hF gK-hG 

A-EUff’ ' A-Ehhgg’ 




gF-fG 
A — Effgg 


Ij ^ ^ + 4 - ® 

^ y{A-\-Cxx-\-Ex^)’ 


n. g n.f~n.h = Arc. ag ~ Arc. af~ Arc. ah = Arc. fg - Arc. ah 
= ^’kfgjhh + ff^gp') ^ {S,E¥fg^ 

VA 2 ]/A ~ 6 AyA~ ' 

AP-r, abscissam AK-k aliae duae abscissae 

Pj aq — q positoque pariter 

yA{A + Gpp + = P et yA(A + Ggq + Eq^) = Q 

ac relatione hac constituta 


2 = 


pF-j-hP 


qF-TcQ qP-pQ 

A-Elhpp’ P AFMhfq’ 


erit pro eadem curva 

kxc.pq — Arc. ah = 4- '^^^Pg(.^'k + pp + gci) _ ^E¥p^q^ 

y^ 2 ]/A ’ 6 A]/A 

51. Subtracta ergo ilia aequatione ab hac relinquetur 

Arc. pq — Arc. fg 

_ milszM + ?^Jim± vv + ii)-n Mkk+ff+„„^ (Sffla(j,v-/'V) 

Wyl 

ubi abscissae f, g, p et q ita a se invicem pendent, ut sit 

^ "" jZ ' Jfff .; , = T ~ ^r ^ J _ ^ . gF+fG qFi-pQ 
A Effgg A-Eppqq J, A{gg - ff)- A{qq~ppj’ 

unde simul abscissa h eliminari et relatio inter f, g, p, g definiri poterit. 
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52. 

unde fit 


Quo haec eliminatio facilius absolvatur, notandum est esse quoque 

+99 — Jo^) — jEkJcffgg ^ A(^pp + qq — 'k'k) — Elchpp qq 
‘if 9 2pq ' 

/tZ; == 99) - Afg{pp + gg) ^ (gF-fOy ^ (qP-pQY 

{pq - f9) (-d- — Ef9Pq) (AL - Effggy (4 - Eppqqf ‘ 


Erit ergo 


pq{lih-\-pp + qq) — fg(hh + gg) =pq{pp + qq) - fqiff-^ gg) 

, Apq(ff+gg) — Afg(pp + gg) 

A — Efgpq 

fiincque obtinetur 


Arc pa — Arc fa = ~ /» i ^Kpq-f9)(ff+99App + q q) 

^ ^ VA ^ 21/4 " 

(EEkjpq —f9y(pq(ff+g9)—fg(pp + qq)) 
&(A—Efgpq)yA 


63. Cum igitur sit 

7 . 7 . A(pq(ff+gg)-fg{pp + qq)) 

{pq — f 9 ){A- Efgpq) 

et quatuor abscissae f, g, p, q ita a se invicem pendeant, ut sit 

gFAfa qP+pQ 

99— ff qq-pp’ 

patet proposito arcu quocunque fg in curva assumta semper ab alio dato 
puncto p abscindi posse arcum pq, qui ab illo arcu differat quantitate alge- 
braice assignabili. 


54. Quodsi porro a puncto q ulterius progrediendo capiatur punctum r, 
ita ut posita abscissa AB = r sit 

gFFfG- ^ rQ-\-qP 
gg-ff rr~qq 
seu 

Pq(ff+99) —fgjpp + g g) ^ q'f(ff-\-g9)—fg{qqArr) ^ qr{pp + qq) -pq{qq + rr) 
ipq — f9){A — Efgpq) {qr-fg)(A — Efgqr) {qr—pq)(^A—Epqqr)' ’ 

22 * 
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erit quoque Avc. qr — Arc. fg= quantitati algebraicae, quae differentia ad 
priorem addita dabit 

Avc. pr — 2 Arc. fg = Quant, algebr., 

sicque a date puncto p abscindi potest arcus pr, qui duplum arcum propo- 
situm fg superet quantitate algebraica. 

55. Simili mode, si ulterius abscissae AS=s, AT=t etc. ita capiantm-, 
ut sit 

gF+fG _ sB + rS ^ tS + sT 
y9~ff ss — rr U — ss ^ 

arcus ps triplum arcus fg, arcus pt quadruplum arcus fg etc. superabit 
quantitate geometrice assignabili. Vicissim autem dato vel arcu pr vel ps 
vel pt etc. reperiri poterit a dato puncto f arcus fg, qui ab illius semissi 
vel triente vel quadrante deficiat quantitate geometrice assignabili. 

56. Evenire etiam posset, ut, licet quantitates S3 et (£ non sint nihilo 
aequales, tamen differentiae istae geometrice assignabiles evanescant; quin 
etiam semper una abscissarum ita definiri potest, ut baec differentia re vera 
in nihilum abeat. His igitur casibus in proposita curva eiusmodi bini arcus 
assignari poterunt, . qui inter se vel aequales sint futuri vel datam rationem 
numeri ad numerum babituri. 


57. Cum baec latissime pateant atque ad omnes curvas accommodari 
queant, quarum arcus pro abscissa vel alia quacunque recta variabib x ita 
exprimitur, ut sit 


A ■)/(A[ + Gxx + EoA) ’ 


conveniet istas affectiones pro nonnullis curvis determinatis evolvi, quo usus 
buius metbodi clarius perspiciatur. Primum igitur potissimum banc arcuum 
comparationem in ellipsi exponere visum est. 


HE COMPAEATIObTE ARCUUM IN ELLIPSI 

58.^) Sit igitur propositus quadrans ellipticus ABa (Fig. 3, p. 173), cuius 
centrum in A] ponatur alter semiaxis, super quo abscissae capiuntur, 


l) lu editioae principe paaragraphorum ntimeri abMac desunt. 


A. K. 
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AB = a, alter vero Aa = na. Sumta ergo abscissa quacunque AP=cc erit 
applicata 



Quia perinde est, uter semiaxium sit maior vel minor, sumamus AB esse 
maiorem; ideoque % < 1 et m numerus positivus unitate minor, et cum focus 
existat in semiaxe AB, erit eius a centre A distantia 


= Y(aa — nnad) = aYm’, 

unde valor numeri m facilius intelligitur. 

Quodsi ergo arcus abscissae cuicunque AP = x respondens design etur 
aM=n.x, erit 

n.x== fdx y^^~'^^^ , 

J ' aa—xx 

quae expressio ad formam nostram generalem reducta abibit in banc 


n. X ■■ 


= f ^ 


dx{aa — mxx) 


Y(<^* — (»» + 1 ) aaxx + mx^) 


Sicque pro boc casu babebimus istos valores 


A = a\ C= — (m + l)aa, E^m, % = aa, 35 = — w et 6^ = 0. 

Sumtis ergo tribus abscissis h, x, y, quibus respondeant arcus U.h, II. x, 
n. y, ita ut sit 

^ aayY{<A — {ni + l)aaTilz-{-m'k^)-\-aa'kYi.'A — {m-{-l)aayy-[-m‘!f) 

— mhlcyy ^ 

aaxy{a^ --{m~\-l)aalzh + mh^) ~~ aahy{a^— (m + T)aaxx + maf) 

y ~a^--mTchxx ^ 

a^ — mxxyy 
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hi tres arcus a se invicem ita pendebunt, ut sit 

n.x-iT.y-n.h 5 ^- 

His igitur praemissis sequentia problemata resolvamus. 


PROBLEM! 1 


69. Pr&posito ellipseos area qmeunque ah (Pig. 3, p. 173) al alio qmvis 
puncto f obsdMere arcmi fg, ita ut differentia arcuum ah et fg geometrice 
assignari queat. 

SOLUTIO 

Ductis ex punctis h, f, g applicatis hK, fF, gG vocentur abscissae 
AK=h, AF=f, AG = g, quarum illae dantur, haec vero quaeritur, 
eruntque arcus 

ah == n. h, af= 77. f, ag == 77. g. 


Ponatur porro brevitatis gratia secundum § 49 

aa^ia^ — (m V)aahh + mF) == K, 
aa'V{a^ — {m, l)aaff + mff) = F, 
aaV(a* — (m + l)aagg + = G 


ac statuatur inter ternas abscissas ista relatio 


. gK-hQ gF-f G 


— mhhff 

quo facto habebitur 


a*‘ — mhhgg 


U. g — n.f — n.h = Arc. fg — Arc. ah = 


a^—mffgg 


mhfg 

aa 


Puncto g ergo ita sumto, ut sit 


AG = g^ 


fK+hF 


a* — mhhff 

differentia arcuum ah et fg geometrice poterit assignari. Erit enim 

Arc. ah — Arc. fg = 

Q. E. I 


aa 
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COROLLARIUM 1 

60. Eadem solutio locum Eabebit, si proposito aa-cu alt detur punctum g, 
a quo regrediendo versus a abscindi oporteat arcum gf, cuius ab illo differentia 
debeat esse geometrica; turn eiiim abscissae Tc et g erunt datae, ex quibus 
valor tertiae f reperiri potexit. 


COEOLLARIUM 2 

61. Dato etiam arcu quocunque in ellipsi fg a vertice a abscindi poterit 
arcus ah, ita ut differentia arcuum ah et fg fiat geometrica. Ita cuiusque 
arcus fg rectificatio pendebit a rectifications arcus cuiusdam ah in vertice 
ellipsis a terminate. 


COEOLLARIUM 3 

62. Relatio inter ternas abscissas h, f g etiam ita exhiberi potest, ut sit 

vPl a\99-ff) 

^ fK — TcF vel k = 


gK + lG 


gF+fa 


ex quibus cum praecendentibus comparatis elicitur 


a*(ff+99-J^h)-mh]cffgg ,// •, / 

^ ^ = aay{aa — hl){aa — mhh), 

^ aaV (aa — ff)(aa — mff), 

a^(hh-\-ff — gg') tnhhffgg ^ 

^ 2ff =aay(aa — gg){aa — mggy, 


turn vero etiam habebitur 


— ff) K— hg(gg — hh)F — hf(ff— hh) G = 0. 


COEOLLARIUM 4 

63. Si differentia inter arcus ah et fg omnino debeat evanescere, patet 
id fieri non posse, nisi sit vel h — Q vel f—0 vel ^ = 0. Primo casu ipse 
arcus ah ideoque et arcus fg evanescit, birds reliquis casibus autem alteruter 
terminus arcus fg in punctum a incidit fitque arcus fg arcui ah non solum 
aequalis, sed etiam similis. 
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COEOLLAEIUM 5 

64. Quo ista abscissarum relatio facilius ad praxin transferri queat, notasse 
iuvabit in genere, si ad punctum M ducatur normalis MN in eamque ex A 
perpendiculum demittatur AV, quod parallelum erit tangenti MT, atque 
ponatur AP = x, fore 


PM=nV{aa- 


■ XX) 


PN—nnx, AN=mx, MN^nViaa — mxx), 


mnxx 


MV- 


naa 


2V'F= 

yiaa — mxx) Y(aa — mxx)^ Y(aa — mxx)’ 


naa 


~H/r m x'y (Q>Q/ WbXC(^ J ryj IVXMUU , a yy -Tt r m 

AT=~- et AV- MT^mxx. 

y{aa—xx) y(aa — xx) 


COEOLLAEIUM 6 

65. Posito ergo g pro x isti valores pro puncto g reperiuntur 


9 


a^/i;]/(aa— /’/')(aa — OT/'/') + fla/‘)/(aa — kJc)(aa — mkh) 
a'^—mkkff ^ 


■j// \ y(aa — hk)(aa—ff) — ak fy{aa — mkh) (aa — mff) 

Y(aa — m a a) = — 

^ A — mlliff 

atque 

Y{aa — gg) (aa — Mgg) 

_ a*Jcf(^maa(hlc-{-ff) — (.m-yi )(^a*-\-tnk]cff))-\;-aa(a*-)-m7cJiff) Y(aa — kk) (aa — mJek)(aa — ff)(aa — mff) 

(a* — mhlcffY^ J 

unde porro elicitur 

aaY{aa — mgg) + mkfY{a(i — gg) = aY{o,ct — m]cJc)(aa — mff), 
aaY(aa — gg) + kfY(aa — mgg) = aY(aa — hh)(aa — ff). 


CASUS 1 

66. Proposito ellipseos arm ak (Pig. 4, p. 177) in altero vertice a terminato 
Uero vertice B abscindere arcum Bf, ita ut arcuum ak et Bf differentia sit 
nca. 
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Problema ergo ad hunc casum transfertur, si punctum g in vertice B 
statuatur seu flat g = a, et quaeri oportet punctum f seu abscissam AF—f. 
Verum ob = a erit (r = 0 ideoque babebitur 


f- 


aK 


a^— maalclc 


■■ a 


V. 


aa — kh 
aa — mkk 


vel ducta ad punctum k normali kN capi debet 

AB-Kk 


AF=^f = 


Nk 


Hoc autem puncto ita sumto erit arcuum differentia 


Arc. ak — Arc. Bf-- 


mkf 


mk~y' ■ 


aa — kk 
aa — mkk 


a 



AN-Kk 

m 


COROLLARIUM 

67. Fieri igitur potest, ut puncta k et f in uno puncto e coeant sicque 
quadrans aeB in duas partes dissecetur, quarum differentia sit geometrica. 
Ad hoc statuatur k = f=AE=e eritque 


-i/ aa — ee ir. . 

a 1/ seu a* — 2aaee 4- me^ = 0, 

' aa — mee ' ’ 


unde flt 


ee 


aa 


+ aa'Y{l — m) aa(l fl; n) 


m 


m 


ob m = l — nn. Hinc ergo erit 


T/(i ± »*) 


Verum quia esse debet e<a, erit 


sive 


Vil-t-n) 


AS ; ^ et Ee , 

y(AB^ + AB-Aa) Yil + n) 

ita ut sit 

AE:Ee = l:nyn = ABYAB : AaYAa. 

Hocque casu erit 

Arc. ae — Arc. Be = a(l —n) = AB — Aa. 
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CASUS 2 


68. Prqposito arcu ah (Fig. 5) in vertice a terminato ah eius altero termino h 
ahscindere arcum kg, ita ut arcuum ah et hg differentia sit rectificabilis. 

Hoc ergo casu punctum / in ^ incidit eritque 
f=k hincqlie etiam F=K; unde reperitur 

2k K 2aaky(aa — kk)(aa — mkk) 

^ a* — mk^ of — 

Sumta ergo abscissa AG buius valoris erit 

Arc. ah — Arc. hq = — — . 

^ aa a^ — mk^ 



COEOLLAEIUM 1 

69. Yicissim ergo arcus quicunque ag in vertice a terminatus ita in h in 
duas partes secari poterit, ut partium differentia ah — hg fiat rectificabilis. 
Ob cognitam enim abscissam AG = g abscissa quaesita AK=h ex hac 
aequatione definiri debet 

gg(af — mh^f = 4:a*hh(aa — hh)(aa — mkh), 
quae abit in hanc octavi gradus 

mmggk^ — — 2ma*ggk^ + 4(m + l)a^h* — 4a^hh + a^gg = 0. 

COEOLLAEIUM 2 

70. At si huius aequationis factores ponantur 

(mgh* — Ahh -j- a^g)(mgk* — Bhk + a^g) = 0, 

reperitur 

A-\-B = ^^ et AtE = 4(M4-l)«® — 4ma^gg, 

unde 

A — B = -^^y{a^~{m-\-V)aaggA-m'9^), 

ita ut sit 

2a* + Sag l/(aa — gg)(ga — mgg) 
et “ ' ^ “ 
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Consequenter 

et 


¥■ 


2 a^JtTc ±^iaa'khy(aa — gg) (aa — m gg) — a'^gg 


mgg 


kh 


%^^aa y(aa~gg)(aa — mgg) ± a®l/(2aa — {m+l)gg + 2 y(aa—gg)(a a—mgg') ) 


mgg 

OOEOLLAEIUM 3 
71. Quaternae ergo radices ipsius kk sunt 

a*' -y aay{aa—gg){aa — mgg) + a^y(aa —gg) + a^y{ga — mgg) 


I. M = 


mgg 


jj a* + aay(aa—gg)(aa — mgg)— a^y(aa—gg) — a^y {aa — mgg) 

~~ mgg 


III. kk 


a* — aa |/(aa — gg) (aa — mgg) + a ^y(aa—gg) — a^y(aa — mgg) ^ 


mgg 


IV. kk 


a —aa 


y(aa — gg) (aa — m gg ) — a^ y (aa—gg) + a^')/ (a a — mgg) ^ 
mgg 

quae adhibita ambiguitate hoc modo coniunctim repraesentari possunt 
'k'k = (a + — 99^) (« ± — '>^99'))- 

OOEOLLAEIUM 4 
72. Ipsi autem yalores ipsius k erunt bine 

^ = ± 7^ ± (1/^ ± y ^) • 

qui sunt omnino numero octo, quaterni affirmatiyi totidemque negatiyi ilbs- 
que aequales; manifestum autem est affirmatiyos tantum hie locum habere 
ex iisque eos, qui praebent k < g. Hie autem est certo 


^ = Tuj (y - y (y-y^ - y ■ 


Ham est 


y«±j y«^_l/£^<yj,_ 

y g + ffl/m ^ y a-gym ^ y±±£l^ _ ^ y^y. 


23 * 
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COEOLLAEIUM 5 

73. Si ponatur 

0 , aYm . 

— = cos. 77 et — — == cos. 6, 
a ‘ a ’ 

ob m<l erit 0>r] et formula nostra pro radicibus ipsius k inventa in 
banc abibit formam 


sen ob 

babebitur 


* - ± (“^•¥’1 ± ± ™'¥^) 


COS. 6 = cos. 4 (9^ — sin. 4-^® 
^ 2 


Ic = d ' 


1 , . 1 
COS. Y 12 ± sm.Y’? 

008.4“® + sin. 4"® 


Yel octoni valores erunt 


A = + a • 



== -f- Qj * 



= -4- 0/ • 


Jc — —j— ct • 


sin. ^45®— 
cos. (46® -4^)’ 

sin. ( 45 ® — yv) 
sin. ( 45 ®— 


COEOLLAEIUM 6 

74. Ex bis valoribns secundns 


sin. ( 45 ® — -i-’i) sin- (4:5® — 4'’?) 

li^a ) = “ 7 TT 

cos. ( 45 ® — —6j sin. (45®+Y6j 

semper satisfacit; fit enim, uti manifestum est, non solum k>a, sed etiam 
k<ig seu k<acos.7j. Ex primo quidem yalore 



a- 


sin. ( 45 ® + yv) 
sin. ( 45 ® + Y^) 
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semper fit A: < a ob verum ut sit h < g, oportet esse 

sin. (45® + —rj) , 1 \ / 1 \ 

7 7— ( < COS. T] = sin. (90® — 17) == 2 sin. (45® — —77) sin. (45® + -ir^) 

sin. (45®+ ^ ^ ^ ^ ^ 


ideoque 

sen 

sen 


1 < 2 sin. (45° — ^77^ sin. (^45® + 

1 < cos. Y (^ + ^?) — cos. ( 90 ® + Y (^ — v)) 
1 < cos. y(^ + ’?) + sin. — 77). 


PKOBLBMA 2 

75. Proposiio ellipseos arcu quocunque fg (Fig. 6) a dato jguncto p dbscindere 
alium armm pq, ifa ut Jiorum arcuum differentia fg — pq fiat geometrica. 



SOLUTIO 

Ductis applicatis fF, gG, pP, qQ sint abscissae AF = f, AG = g, 
AP = p et AQ==q, turn a vertice a capiatnr arcus ah, qui datum arcum 
fg quantitate geometrica superet; positaque abscissa AK = ^ ac brevitatis 
gratia 

K = aaV {aa —■ hh){aa — mhh), 

F= aay(aa — ff)(aa — mff), G = aaV{aa — gg)(aa — mgg), 
p aay {aa — pp){aa — mpp) et Q = aa'V{aa — q^{aa — mq^ 

erit primo _ gF-fG _ a\gg-ff) . 

— mffgg gF + fG ’ 
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unde reperitur h, ita ut sit 

Arc. ak — Arc. fg = — • 

^ aa 

Tam vero abscissa g per problema praec. ita determinetur, ut sit 

pK-\-'kF a^(pp — kJc) 

^ a* — mkkpp pK—hP ’ 

eritque 

Arc. ak — Arc. pq — — 

aa 

a qua aequatione ilia subtrahatur; relinquetur 

Arc. fg — kxG.pq =^^{pq — fg) . 

Q. E. I. 

COEOLLAEIUM 1 

76. Cum k ab abscissis ^ et g- pari modo pendeat atque ab f et g, erit 

Jc = 9fP-pQ ^ 

a^ — mppqq qP+pQ 

ideoque abscissa q ex datis fgetp per banc aequationem debet definiri 

gF—fG ^ gP—pQ 
— mffgg a * — mppqq 

vel etiam ex hac 

gg — ff ^ gg—pp . 
gF+fG qP + pQ’ 

atque Mnc elicitur 

= Fgpjpp — gg) + Gfp {pp - ff) — Pfg {gg - f f) 

^ Ff{pp—gg)-\-Gg{pp-ff) — Pp{gg—ff) 

COEOLLAEIUM 2 

77. Abscissae p et g etiam ita ab abscissa k pendent, ut sit 
aaViaa — mq^ mkpy{aa — qq) = a'\/{aa — mkk){aa — mpp), 
aa]/(aa — qq ) -\~ kpVfaa — 'mqq) = ay(aa — kk)(aa — pp), 
aay(aa — mpp) — mkqy(aa — pp) = a y[aa ■ — mkk)(aa — mqq), 
aay(aa — pp ) — kqy(aa — mpp) = ay(aa — kk)(aa — qq), 
aay(aa — mkk) — mpqy(aa — kk) = a y{aa — mpp)(aa — mqq), 
aay(aa — kk ) — pqy(aa — mkk) = ay{aa — pp){aa — qq)- 
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OOROLLARIUM 3 

78. Si arcuum fg Qi jpq differentia debeat evanescere, necesse est, ut sit 
vel h = Q vel pq = fg. At si h = 0, ob 

Z- = -PP ) 

gF^-fG qP+pQ 

tain arcus fg quam pq evanescit. Sin autem sit pq = fg, ob 

aaViaa — mkk) — mpqVlpia — kk) = o]/(aa — mpp){aa — 'f^qq), 
aaV(aa — mkk) — mfgV(aa — kk) = aV(aa — mff)(aa — mgg) 

erit 

(aa — mpp) (aa — mqq) = (aa — mff)(aa — mgg) 

et ob 

aaViaa — kk) — pqy{aa — mkk) = aV{aa — pp)(aa — qq), 
aay(aa — kk) — fgy(aa — mkk) = ay(aa — ff){aa — gg) 

erit 

{aa —pp) {aa — qq) = {aa — ff){aa — gg), 

unde patet esse vel q = g et p = f vel q = f et p = g\ utroque autem casu 
fit arcus pq non solum aequalis, sed etiam similis arcui fg. 

COROLLARIUM 4 

79. Si fieri posset, ut arcus pq evanesceret manente arcu fg finite, hie 
arcus foret rectificabilis. At evanescente arcu pq oh q=p oritur ^ = 0 ideoque 
etiam f=g\ unde quoque arcus fg evanescit. 

COROLLARIUM 5 

80. Si arcus pq m altero vertice B debeat esse terminatus, ut sit q ^ a, 
habebimus hanc aequationem 

— m) — y{aa — mkk){aa — mpp) 

sive 

a* — aakk — aapp + mkkpp = 0 et kk = ■ 

aa — mpp 

Qui valor substitutus in hac aequatione 

aay{aa — klc) — fgy{aa — mkk) = ay{aa — //’)(«» — gg) 
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[33-34 


praebet 

0 = a® + 2 (1 — m)a^fgp — a\ff + gg + pp) 

+ maa{ffgg + ffpp + ggpp) — mffggpp-, 

unde oritur 

p _ (1 — 'in) a^fg ± g y(Q5a — /*/’) (gg — gg) {ga — inff) (ga — mg g) . 

— maaff — maagg + mffgg 

qui casus ad casum problematis primi redit, si modo vertices a et 5 inter 
se permutentur et loco abscissarum applicatae introducantur. 


COROLLAEroM 6 


81. Notari quoque meretur casus, quo punctum p in ipso puncto g assu- 
mitur, ita ut arcus pq arcui fg fiat contiguus sitque 

Arc. fg — Arc. gq=^^[q — f) 

oh p = g. Cum igitur sit quoque P-= G, erit 

gF-\-fG qG + gQ 




erit 


Hinc autem reperitur 


1 

II 

■ 1 

. ^ 

■. Vel sumta 

gF-fG 

1 

1 

a* — mffgg 

gF+fG 

gK+TsG 

a\gg - kTc) 

a^—mJchgg 

gK-JcG 


a^ — mg*‘ 


vel 

vel 


f f +gg) — 2(m + l)aaffgg~mg^(gg—3ff)) 

q = — 'nig^) — q- mg^f — 2 (w + l)aagg(a^ -f mg*) + Ama*g*') 

a*{{g* — mg*)^ — imffgg (aa — gg) (aa — mgg))~~ ~ 

q = ~ ^g^) — a*f(mg*— 2 aagg 2maagg + a*) 

a*(a* mg*y ima^ffgg (aa — gg)(aa — mgg') 
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PEOBLEMA 3 

82. Proposito ellipsis arcu quocunqm fg a dato pmcto p abscindere arcum 
pqr, qui a duplo illiu$ arcus fg differat qmntitate geometrice assignabili. 


SOLUTIO 

Ex ptinctorum f et g abscissis AF=f, AG = g earumque quantitatibus 
derivatis F e\, G quaeratur primum abscissa 

AK—ic - ^F-fG aKgg-ff) 

a^-mffgg gF+fG ’ 

ut babeatur 

Arc. ah — Arc. fg — . 

^ aa 

Deinde ad puncti p abscissam AP = p quaeratur abscissa AQ = q, ut sit 

pK + hP a^(pp—hh) 

^ a^ — mkJcpp pK—lcP 


denotantibus litteris maiusculis K et P semper eiusmodi functioues minus- 
cularum k et jj, ut, si minuscula faerit x, valor maiusculae respondentis 
futurus sit 

X = aay{aa — xx){aa — mxx)’, 

eritque 


unde obtinemus 


Arc. ah — Axe.pq ■■ 


Arc. fg — Axc.pq 


mJcpq 


iPi — fg)- 


Simili modo, si punctum q nunc tanquam datum spectetur ex eoque quae- 
ratur punctum r, ut sit eius abscissa 


habebimus 




qK-{-hQ 

a^ — mkhqq qK—JcQ ’ 


Arc. fg — Arc. qr — 


mh 

aa 


(qr — fg). 
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[ 35—36 


Quare Ms formulis addendis eliciemus 

2 Arc. fg — Axc.pqr + — 2fg) 

(1 Cv 

sicque a dato puncto p abscidimus arcum pr, qui a duplo arcus fg discrepat 
quantitate algebraica. Q. E. I. 


COEOLLARIUM 1 


83. Cum sit 


similique mode 


7 . 

gF-^-fa 


et 


7 , aKM- PP) 
qF + pQ 


Tr—^LtfFZMl 
rQ + qB ’ 


habebimus bas aequationes 


gF+fG- ^ qP+pQ _ rQ+qB 
99— ff qq—PP rr — qq’ 


unde ex datis abscissis f, g et p reliquae duae abscissae q et r definiuntur. 


COBOLLAEIUM 2 

84. Si arcus fg in ipso vertice a incipiat, ut sit f =0, erit Jc = g, unde 

pG + gP a^(pp-gg) ^ qG + gQ a\qq-gg) 

^ a^—mggp>p pG—gP a^—mggqq qG — gQ 

Ac si praeterea punctum p in altero vertice A detur, ut sit p = a et 
P = 0, erit 

G aYlga—gg) (aa — mgg) _ 

aa-—mgg ’ 


Mnc 

et 


q = ~s- 

ar—magg 


aa — mqq 


„„ aagg{l-m){aa~mgg) (l~m)aagg 

U/Uj qU == 7 r-s == 

{aa — mggy aa — mgg 

a\l-m)(aa — mgg) ^ (l — m)a^ ^ —{l—m)a^g 

aa—rngg’’ ^ aa — mgg ’ 


{aa—mggy 

quia applicata in partem inferiorem cadere debet, eritque 

a?‘ — 2maagg-{-mg*‘ 
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COEOLLIRIUM 3 

85. Hoc ergo casu sumto r (Fig. 7) in superiore 
quadrante, ut posita abscissa AG = g sit 

jIJI _ + mg*') 

a^ — 2maagg mg* 


sen 


BB = a — r 


erit 
ideoque 


2(1 — m)a^gg 
a* — 2 maagg -f- mg* ' 



2 Arc. ag — Arc. Br = Quant, algebr. = ^ (^S' + 


(a + r) 


2 Arc. ag - Arc. Br = - ^99 ) , 

* — 2maagg + 


COEOLLARIUM 4 

86. Si puncta g et r in unum debeant coalescere, ut sit r = g, valor 
abscissae communis AG — AB = gex hac aequatione quinti gradus debet 
determinari 

mg^ — mag* — 2maag^ + 2a^gg + a*g — a^ — 0. 


Ita, si sit m 


et a = 1, babebitur 


/ — / — 2/ + 4^^+2(7 — 2 = 0. 


Si esset m 


, prodiret g = Al foretque 


3 + y'2’ ^ ys 

2 Arc. ag — Arc. Bg = 


s+ys 


PROBLBMA 4 

87. Proposito arm ellipseos guocunqm fg (Fig. 6, p. 181) invenire arcum pgr, 
gui sit praecise duplo maior. 

SOLUTIO 

In solutione ergo praecedentis problematis efficiendum est, ut sit 

pg-Aqr — 2fg = 0, 


24 
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SPECIMEN ALTBEUM METHODI NOVAE 


[ 37—38 


eritque turn 2 Arc. fg == Arc. pgr. Hie aiitem ob arcum fg datum iu ellipsi 
praeter semiaxes AjB = a et Aa = ay'(l — m) dantur abscissae AF = f et 
AG = g cum valoribus derivatis F et G, unde quaeratur 

7. 

gFFfG ’ 

simulque erit eius valor derivatus 


<A{ff+gg — Tile) — mhhffgg 
2fg 


(per coroll. 3. probl. 
ut sit 


1). Simili autem modo abscissae p et q ah k pendent, 




a^(pp + gg — kk) — mkkppqq 

_ , 


itemque ex abscissis q et r erit 




a^(gg + rr — kit) — mkkqqrr 
2qr 


At ex aequatione pq A- = est q = j^-, unde obtinebimus bas duas 
aequationes 

K == ^^iSP — kk){pAryA^ a^ffgg — ^ mffggkkpp 
^f9Pi.P-t-r) 

„ a*(rr — kk) (p + + ^<Affgg — imffggkkrr 

- _____ 


ex quibus ambae abscissae p et r arcum quaesitum pr determinantes definiri 
poterunt. Hinc ergo primum elicimus eliminando K ac per p — r dividendo 

af'prip + fY + a^kk(p + rf — 4ka^ffgg — imffggkkpr == 0. 


Deinde addendo iUas aequationes habebimus 


2j:= 


a^pr(jp + r)® — a^kk(p + r)® + ia^ffgg(p + r) — imffggkkpr{p + r) 

4fgpr(p + r) 


Ex ilia autem est 


a*(p + ry 


4ffgg{(A + mkkpr) 
pr + kk ’ 
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38] 


qui valor in hac substitutus praebet 

^ffggisr — TchXa^-^-mUpr) , ^ 4^^ » pn 

\iKtgpr ~ ^ , J. -f 4 a ffgg _ ^^mffgghhpr 


sive 


unde elicitnr 


pr 


pr -\-'kh 

^KprQpr-irTc'k) ^ , r. ,4 
i = ^af'pr — 2 m¥pr‘, 


(ffl^ mW)fg — Kick _ ffgg{^ a* — m¥) — a^kh(ff + gg — Itlc) 


K 


et 


Ergo 


Porro 


sen 


O' {ff+gg — 'kl) — mffgghh 


(p + r)^ = ^ (X + mfghh) = ~ + ^mffggU) _ 


p r = 


y’ 2 {a^{ff+gg — Ich) + mffgghh) 


aa 


r — p 


: ~ ^ ma^ffggk^ - mmfg^h^) 

aay{a^(ff-{-gg — hh) — mffggh'k) 


r — p 


Cum autem sit 


: y ^ — mffggf ) 

aay {a^iff -fgg — hh) — mffgghh) 


(^*‘{99 — ff) = k{gF-\-fO) et a* — mffgg == . 


erit 

unde ob 


2h-,/FG 

r—p = — V-w-’ 
^ aa f K 


r + 4 , _ Vlt ^m+rn-m + ^ gJ^ _ Al/^^(X+ Mfgkk) 


utraque abscissa p et r innotescit. Q. E. 1. 


88. Cum sit 


et 


COEOLLAEIUM 1 

gF-fa 
a^ — mffgg 


7r= + ^ffg 9 )FGr — a^fgi 2 maa(ff+ gg) - (m + l)(a* + mffgg)) 

(a^ — mffggf ’ 
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[ 38—39 


erit 


r = 


2 -x/ fgFG — nia*ffgg{ff+ gg) + (m + l) a^ffgg 
aa y a^ — mffgg ’ 


2{gF-fG) -^/ FO 

aa Y {a* + mffgg)(FG + {m-\-l)a^fg) — 2ma^fg{ff±gg) 


COROLLAEIDM 2 

89. Si arcus datus fg in vertice a terminetur, ut sit f=0 et F=a^, prodit 
j5 + ^' = 0 et r — p = 2g, unde p = — g et r^g; arcus ergo duplus utrinque 
circa a aequaliter extenditur utrumque semissem arcui fg seu ag similem 
habens et aequalem. Idem evenit, si arcus datus in altero vertice B termi- 
netur, ut sit ^ = a et (r = 0; turn enim fit r — p = 0 et r = 2/ ideoque 
r =p = f. 

COEOLLARIUM 3 

90. Quemadmodum ids casibus, ubi arcus propositus fg in. altero vertice 
terminatur, eius arcus duplus per se est manifestus, ita, si arcus propositus 
in neutro vertice terminatur, assignatio arcus dupli maxime est difficilis; 
quippe qui arcus geometries ne bisecari quidem potest. 


COEOLLAEIIJM 4 


91. Hinc etiam patet, si detur vicissim arcus pr, inveniri posse arcum fg, 
qui eius exacts futurus sit semissis; sed hoc non nisi molestissimis calculis 
praestari poterit. At si arcus duplus pqr quadrant! elliptico sit aequalis seu 
p = 0 et r = a, non difficulter arcus assignabitur eius semissi aequalis. Primo 
enim erit 

q = ]c et ^ 

r m 

sicque innotescit tarn k quam 


Porro est 

At est 




ifg — ak et ff + 99 — ^ + kk + ^. 


_ 2aakk — a*‘ .. , 2kJc + 3aa 

m = ideoque ff-\-gg = ic : 


4 
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unde 

et 

ideoque 


9 + f — Yy(2^A; -f- 3aa -j- 4a^) 

9 f ~^^(^Tch -f- — AiChlij 

/ = -j- ^ (3aa + Aali + ^hk) — ^ V(paa — ^ak + 2kk), 

g = J-l/(3aa + 4a^ + 2^A:) + ^ y'(3aa — 4aA: + 2/i:4 


COEOLLAEIUM 5 

92. Si ponatur alter semiaxis Aa = h existente altero AB ~ a ut sit 
’ casu k = ay^^, quo valore substitute babebitur 


unde fit 


9 

f = 


±f- 






« i/ 5ffl + 3 & — y(9ag -f- 14 a J + 96&) 
2 ^ " 2 (« + ?>) ' ’ 


_ g 7/5g + 3^ + l/(9ga+ 14«5 + 9i5i6) 
2 ^ 2(a+T) " 


sicque abscissae pro utroque termino arcus fg reperiuntur, qui est semissis 
totius arcus quadrantis. 


COEOLLAEIUM 6 


93. Hoc ergo casu erit 


et 


ff + gg = = «« + 

4(o + &) ^ 4(a + 6) 

f9 = YV-~-l et 2fg^aay^ 


d ^ ^ 


si exempli gratia sit a = 25 et h = 119, reperietur 


/■=J^ et ^ = 

8]/2 ^ 4 f /2 
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[40—41 


SCHOLION 


94. Hinc ergo solutionem nacti sumus istius non inelegantis problematis : 


Proposito ellipsis qmdrante BAa (Fig. 8) geometrice in eo ahscindere arcum 
fg, qui p-aecise aeqmlis sit semissi totius arcus quadr antis afgB. 



Positis enim semiaxibus AB = a et Aa = 1) pro 
punctis quaesitis f et g erunt abscissae 



unde pro iisdem punctis eliciuntur applicatae 


/3a+ 56 + y'(9aa 4 - liah + Qli) 

2 y 2(a + b) ’ 

b -I /3a+ 56 — ]f/(9aa + 14a5 + 9&?>) _ 

2 y 2{a + b) 


PEOBLEMA 5 

95. Datum ellipseos arcum pr (Fig. 6, p. 181) in duas partes secure pq et qr, 
ita ut differentia harmn partium pq — qr sit geometrice assigndbilis. 

SOLUTIO 

Positis ut in problemate pi'aecedente AP=p, AQ = q et AIt = r exi- 
stentibus semiaxibus AB = a et Aa = aV(l — m) quaeratur a vertice a arcus 
ale, ut posita eius abscissa AK=h sit 

^ _ qP-pQ ^ <Ai qq-pp) ^ 
a*‘ — mppqq qP+pQ ’ 

eritque 

Arc. ak — Arc. jpg' = - • 

aa 

Turn vero sit etiam 

Jc = — _ a^(rr — qq ) . 

a^ — mqqrr rQ + qB ’ 
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erit quoque 


ideoque 


Arc. ah — Arc. qr = 


mhqr 

aa 


Arc. pq — Arc. qr — 


mhq 

aa 


(r 


— p). 


Cum igitur dentur abscissae p et r cum suis derivatis P et B, abscissa 
puncti quaesiti q ex bac aequatione defiuiri debebit 


qP + pQ ^ rQ + qB 
qq-pp rr-qq 
seu 

Pq{rr — qq) — Bq{qq —pp) = Q{p + r){qq —pr), 


quae aequatio quadrata ac turn per [qq — pp)[rr — gg) divisa dat 

af‘[{p + r)® — 2 q^ — 2 (m + l)aaprqq -f- mqq(qq(p + rf — 2pprr) = 2 qqPB : a* 


sive 


( PjR \ 

+ mpprr + (ot + l)aapr + a^j — a*{p + 




ex qua aequatioue valor abscissae q defiuiri poterit. Q. E. I. 


COEOLLAEIUM 1 

96. Si totus quadrans in duas partes, quarum differentia sit geometrica, 
dividi debeat, poni debet jp==0 et r = a; unde fit P=a* et i? = 0 indeque 

^ m m ^ f m 

quae est eadem determinatio, quam supra iam in coroll, casus 1 probl. 1 
invenimus. 


COEOLLAEIUM 2 

97. Si abscissarum ^ et r altera sit negativa alterique aequalis seu 
p + r = 0, babebitur statim vel g = 0 vel 

Prr — Pqq — Bqq -b Bpp = 0 seu qq = ideoque P + P = 0- 

Manifestum autem est, si utraque applicata Pp et Br fuerit affirmativa, fore 
B — P atque turn locum babere <? = 0. 

Leonhabdi Eulebi opera omnia 1 20 Commentationes analyticae 
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SPECIMEN ALTERUM METHODI NOVAE 


[43-44 


PEOBLEMl 6 

98. Si ellipsis AJDBFA (Pig. 9) per diamefrum quamcunque ECF fuerit 
hisecta, semicircumferentiam EBF ita secare in puncto JSI, nt parfium EM ef 
FM differentia sit geometrice assignabilis. 


SOLUTIO 


2 > 



Etsi hoc prohlema in praecedente continetur, tamen solutio inde deduci 
nequit, propterea quod tarn p -\-r = 0 quam P + Ji: = 0; peculiari ergo modo 

solutio debet investigari. Positis ergo semi- 
axibus GA = a, GI) ^b = aV{l — m) sit pro 
altero termino E arcus propositi abscissa 
GP = p ; erit applicata PE=^y{aa — pp) , 
quae coordiuatae negative sumtae ad alterum 
tei-minum F pertinebunt; quae autem sint r 
et — l/(aa — rr), ita ut sit r = — p et 
y'(aa — rr) = — V(aa — pp). Cum nunc sumta 
quadam nova abscissa k positaque quaesita 
GQ == q sit ex coroll. 2 probl. 2 

aay{aa — TcTc) — pqy {aa — mlil) = ay{aa—pp){aa — qq), 
aay{aa — kk) — qry{aa — mkk) = ay{aa — qq)(aa — rr), 

haec ultima aequatio ob 

r = — p et y(aa — rr) = — y(aa — pp) 

abit in banc 

aay(aa — kk) — mkk) = — ay(aa — pp){aa — qq), 

quae ad primam addita dat 

2aa y(aa — kk) = 0 ideoque k== a; 
qui valor in altera substitutus dat 

— V(1 — m) = y{aa — pp){o,a — qq) 

ideoque 

-q y{aa-pp) 
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consequenter 

Yiaa — mpp) 

ubi signum negativum indicat g in parte abscissarum negativa capi oportere. 
Ducatur ad E normalis in curvam EN; erit 

PE Yiaa — pp) 

EN y{aa — mpp) 

Ergo — Sit porro GH diameter coniugata, cui normalis EN in V 

occnrrat; erit 

PE GV GQ 
EN~ GN GI 

prodncta CG ad concursnm cum applicata QM in J. Quare ob CQ — 
prodit CI=a= GA. Unde baec sequitur constructio facilis: Diameter con- 
iugata GEL ultra G in I continueturf ut fiat CI= CA; ex I in axem AB 
dendttatur perpendiculum IQ, quod ellipsin in puncto quaesito M secabit. 
At ob Tc = a erit 


Arc. EM-kxc. FU ^ <n!f-FE _ y 

a EN GN 

ob GN == mp. Q. E. I. 

COEOLLARIUM 1 

99. Si ex iisdem aequationibus binis eliminando 1i problema praecedens 
generaliter solvatur, sequens obtinebitur aequatio 

m^{ry(aa — pp) — py{aa — rrjf — 'iaaq^q{aa-{-mpr){aa — pr — ]/(«« — pp){aa — rr)) 

-f- a®(l/(aa — pp) — y{aa — rr))^ = 0, 

unde per resolutionem adipiscimur 




aa(aa — pr — y{aa—pp) {aa — rr )) (got -f mpr j:: — mpp) (aa — mrr)) 


m{ry (a a — pp) —py(aa — rr)y 

a _ |/ (a — r)(a -t ^/ (a + p Vm) {a-\-r l/ w) ^ |/ (a — ff V'wXa 


• r ]/m' 


2m 




ry{aa — pp) — j)]/(aa — rr) 


26 * 
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SPECIMEN ALTEETM METHODI NOVAE 


[45 


COROLLAEIUM 2 

100. Quanquam haec solutio re a solutione problematis praecedentis non 
discrepat, tamen statina solutionem praesentis suppeditat. Si enim ponamus 

r = — p et y(aa — rr) = — y(aa — pp), 

aequatio prima coroll, praec. transit in banc formam 

— 2aaqq{aa — mpp) ■ 2aa + a^i^y(aa — pp'j)^ = 0 

aa(aa—pp) 


sen 


qq^ 


aa — mpp 


et 


COROLLAEroM 3 

101. Si ex duabus primis aequatnanibus eliminemns q, obtinebimus 

aa(y(aa—pp)~y(aa — rr))y(aa — Jch) 

(ry{aa — pp) — jp]/(oa — j*r))')/(aa — mlcli) 

N a(r—^y{aa — 'kli) 

y(aa — qq) = ^ — n ’ 

ry{aa—pp)—py{aa — rr) 


unde fit 

af‘[aa — hh) iy[aa — pp) — ]/(«<* — rrj)^ + a?{aa — hh) (aa — mhTt)(r — p)^ 

= aa{aa — mlih) (ry(aa — pp) — py{aa — rr)Y 

sive 

mlc‘^(r — pY = 2kk(aa — mpr) [aa — pr — y(aa — pp)(aa — rr)) 

1 [aa — pr — y(aa — pp){aa — rr))^, 


aa\ 


unde fit 


j j (aa ~pr — y(aa — pp)(aa — rr))(aa — mpr — y(aa — mpp)(aa — mrr)) 

* „(r-pY "■ ' ■ ’ 

bincque colHgitur 

(-,/ (a + r)ia—p) __ -./ (a — f)(a +ff) \ /-./ (a + r ym)(a —pYm) _ -./ (a — rym)(a+p p'w) \ 
7 2 ^ 2 /V 2m ' 2m / 


r — jp 



45-46] QUANTITATES TEANSCENDENTES INTER SE COMPARANDI 


197 


COEOLLAEIUM 4 

102. Hinc erit 

aa{aa—pr — y {a a— pp) (a a — rr))(y(aa — mpp) — Y (aa — mrr}) 

mir — p){t y{aa —pp) — p y(aa — rr)) 

Quare cum arcuum pq et qr differentia sit = — p), habebimus generaliter 

Arc . pq — Arc. qr = («« - y(.aa-pp)iaa - rr))(y(^aa - mpp) -Yjaa- mrr)) ^ 

ry(aa—pp)—py{aa — rr) 

siquidem punctum q ex coroll. 1 definiatur. Erit ergo 


kxe.pq — Arc. qr 


et 


{y{aa — pp) — y(aa — rr))(y(aa — mpp) — y(aa — mrr)) 

r+p 


^y (a + r)(a+p) _ j/ (a — r) (a — p) 'j |'y (a + p Ym) (a + r t/m) __ y {a — j) ]/w) (a — r l/w) ^ ^ 
’ P + r 


PEOBLBMA 7 

103. Proposito ellipsis arm qmcunque fg (Fig. 6, p. 181) a dato puncto p 
dbscindere arcvm pqrs, qui ah illius arcus fg triple differat quantitate geometries 
assigndbili. 

SOLUTIO 

Sint ut hactenus punctorum datorum fgetp abscissae AF ^f, A(x = g, 
AP=p ac quaeratur primo arcus ah, cuius abscissa sit 


ut sit 




gF-fG a\gg-ff) 
a^ — mffgg gF+fG 


Arc. ah — Arc. fg = • 

’ ^ n n 


Turn quaeratur punctum q, ut sit 


, pKFhP a^ipp-hh) 

” " a^ — mhhpp pK—hP 
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[ 46—47 


indeque 


eritque 


Q 


'’(qq — pp) — TcTcja^— mppqq) _ pq(qq —pp)K—kq(qq — lc7e)P 


2Jcp 


kpipp — kTi) 


mJc . 


Arc. fg — Axe. pq ~(pq — fg) 


Simili modo porro quaeratur punctum r, ut sit 


AB = r = 


qK+lcQ a^(qq — h]c) 


et 


aa — m'k'kqq qK — hQ 


^ a^(rr qq) -~hJc(a^ -- mqqrr) qr(rr — qq)K—J cr(rr — kh)Q 

2]cq Jcq(qq — hlc) ^ 

et cum sit 


mJe , 


Arc. fg — Arc. qr=~{qr — fg), 


erit 


nili , 


2 A.XC. fg — Axe. pqr = -^{pq-{- qr — 2fg). 


Hinc pari modo definiamus punctum s, ut sit abscissa 

rX-^kli a*(rr — kk) 

* — mkkrr rK — kR 

et 

Q a^{ss — rr) — kk(a*‘ — mrrss)_ rs{ss — rr)K— ks(ss — kh)It 
2ior kr(rr — kk) ’ 

et quia erit 

Arc. fg — Arc. == — [rs — fg) , 

habebitur 
Q. B. I. 


mk 


3Arc. fg — Axe.pqrs = {pq qr rs — ?>fg). 


COEOLLAEIUM 1 


104. Simili modo progrediendo manifestum est definiri a dato puncto p 
posse arcum pt, qui a quadruple arcus dati fg deficiat quantitate algebraica, 
atque hoc modo operationem continuari posse, quousque lubuerit. 


COEOLLAEIUM 2 

105. Si arcus datus fg toti quadranti aequetur, ut sit /'=0 et g = a 
ideoque F = of et (r = 0, erit ifc == a et Z'= 0. Hinc reperitur 
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et 

at est 

Porro 

et 

Denique erit 
s 


a(aa — 


’V. 


aa — pp 
aa — mpp 


Q —q(qq — aa ) p — (aa — qq) PP a^(aa — q0^ 

p{pp — aa) ap{aa—'mpp){aa — pp) p ^ 

a{l — m)pp T ^ —(l-~m)a^p 

aa — — , unde Q == — • 

aa — mpp aa — mpp 


Q 


-p 


a(aa — mqq) 
jR = — aa y[aa — pp){aa — mpp) = — P. 


aiaa — mpp) 


a 


et 8=-Q 

y aa — mpp ^ 


(1 — m)a^p 
aa~mpp 


fietque 


m 


3 Arc. fg — Axe. pgr s = — PS' 




aa—pp 
aa — mpp 


COEOLLAETOM 3 

106. Punctura p quoque ita definiri poterit, ut fiat 

pq -{■ qr -jr rs 3fg, 

quo casu arcus pqrs exacte aequabitur triple arcus dati fg. Atque ita porro 
arcus iuveniri poterit, qui ad arcuiu datum fg aliam quamvis ratiouem multi- 
plicem teneat. 

SCHOLIOIT 

107. Omnia haec problemata, quae bic pro ellipsi tractavi, simili modo 
pro hyperbola resolvi poterunt; ita etiam dato quocunque hyperbolae arcu a 
proposito quovis eiusdem hyperbolae puncto arcus abscindi poterit, qui discrepet 
vel ab iUo ipso arcu vel ab eius duplo vel triple vel ab alio quovis multiple 
quantitate geometrice assignabili. Deinde etiam hoc punctum ita assumere 
licebit, ut differentia plane in nihilum abeat, quo casu dato quocunque hyper- 
bolae arcu alius arcus assignari poterit, qui vel eius duplo vel triple vel 
alii cuivis multiple exacte sit aequalis. Unde perspicuum est, si proposito 
arcu inventus sit alius arcus, qui ad ilium teneat rationem p ad 1, similique 



200 


SPECIMEN ALTERUM METHODI NOVAE 


[48 


modo alius quaeratur arcus, qui ad eundem teneat rationem v ad 1, turn hoc 
pacto duos haberi arcus byperbolicos, qui inter se teneant rationem fji, ad 
sicque infiiiitis modis bird arcus exhiberi poterunt, qui sint in ratione qua- 
cunque numeri ad numerum. Neque vero huiusmodi problemata tantum pro 
hyperbola resolvi poterunt, sed omnino pro aids curvis quibuscunque, quae 
ita sint comparata, ut arcus abscissae vel alii cuicunque lineae rectae varia- 
bili X respondens contineatur in hac formula 

J ]/(A + Cxx -]- Hx^) ’ 


quae etiam per regulas initio datas ita latius extendi potest, ut ad hanc 
formam revocetur 


*dx(‘^ + ^8xx + ^x^ + + € 

y(A + Cxx + Ex^) 


sed in praesentia neque hyperbolae neque aids huius generis curvis diutius 
immorandum esse arbitror. 



DEMONSTRATIO THEOREMATIS 
ET SOLUTIO PROBLEMATIS 
m ACTIS ERUD. LIPSIENSIBUS PROPOSITORUMO 


Commentatio 264 indicia Enestroemiani 

Novi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 7 (1758/9), 1761, p, 128 — 162 

Summarinm ibidem p. 10 — 11 


SUMMARIUM 

Cum in Actis Lips, theorema lioc ac problema sine nomine sint proposita, Cel. Auctor 
hie statim se eorum esse inventorem profitetur. XJtrumque eximiam ellipseos proprietatem 
complectitur. In theoremate enim docetur, quomodo dimidia ellipsis diametro quacunque 
terminata ita in duas partes secanda sit, ut partium differentia geometrice assignari queat, 
quae ipsa divisio cum partium differentia in eo exponitur, ut a geometris demonstratio investi- 
garetur. Prodiit quidem nuper^) in Actis Sociorum Academiae Parisinae huius theore- 
matis demonstratio, quae etsi veritatem enunciatam rite ostendat, non tamen ex genninis 
principiis hausta videtur. Unde innumerabilia alia eiusdem generis in ellipsi aliisque lineis 
curvis invenire licet. Idemque ex eo vel maxime apparet, quod Auctor huius demonstrationis 
solutionem problematis aggredi non sit ausus, cum tamen ex iisdem principiis nostri Auc- 
toris expediri queat. In eo autem quaeritur modus in quadrante elliptico partem geometrice 
assignandi, quae exacte semissi quadrantis aequetur. Celeberrimus igitur Eulbrus in hoc 
scripto non solum suo more theorema memoratum demonstrat, sed etiam problema hoc 


1) Vide p. 66. A. K. 

2) Oh. Bossut, Demonstration d’wn theoreme de geomdtrie enonce dans les actes de Leipsick 
annde 1754^ Mem. pres, par div. sav. Paris. T. 3, 1760, p. 314. A. K. 

Lkonhaedi Bulbri Opera omnia 1 20 Commentationes analyticae ' 26 
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resolvit idque ope method! illius novae, quam iam pridem^) in hunc finem exeogitavit et 
cuius hina nova in hoe volumine specimina edidit, quorum occasione de ista methodo iam 
fusius est expositum, quae hie repetere superfluum foret. Adiungit etiam alia quaedam non 
minus notatu digna, reluti id, quod circa finem affert, quo in ellipsi arcus assignatur, qui 
sit totius perimetri eUipticae pars tertia. 


Theorema istud et problema versantur circa arcus ellipticos; illo semissis 
ellipseos quaeque ita secatur, ut partium differentia sit geometrice assignabilis, 
hoc vero constructio geometrica arcus postulatur, qui sit semissis quadrantis 
elliptici. Tam demonstratio theorematis quam solutio problematis sequuntur 
ex iis, quae iam aliquoties^) de comparatione linearum curvarum praelegi; et 
quoniam methodus, qua hoc argumentum pertractavi, non solum nova, sed 
etiam plurimum recondita videbatur, has propositiones ideo publicare con- 
stitueram, ut alii quoque vires suas in iis evolvendis exercerent novisque 
methodis, quibus forte eo pertingerent, fines Analyseos amplificarent. Cum 
autem nemo adhuc sit inventus, qui hoc negotium cum successu susceperit, 
etiamsi vix dubitare liceat, quin plures id frustra tentaverint, merito mihi 
quidem inde concludere videor praeter methodum, qua ego sum usus, vix 
nll a.m all am viam ad huiusmodi speculationes patere. Quia enim haec metho- 
dus perquam indirecte et quasi per ambages procedit neque verisimile sit 
earn cuiquam, qui huiusmodi problemata sit aggressurus, unquam in mentem 
venire, mir um non est has quaestiones ab aliis intactas esse relictas. Etsi 
igitur iam aliquot specimina huius method! singularis ediderim, tamen operae 
pretium fore arbitror, si eius explicationem magis illustravero atque ad eno- 
dationem problematis • ac theorematis propositi accuratius accommodavero, 
ut ea saepius tractando magis trita et familiaris reddatur. Cum enim eius 
ope ad maxime absconditas proprietates ellipsis aliarumque curvarum quasi 
inopinato sim deductus, nullum est dubium, quin in ea plurima alia profun- 
dissimae indaginis contineantur, quae non nisi post frequentiorem tractationem 
inde eruere liceat. 


1) L. Eoleei Commentationes 252, 263, 261 (indicis Enbstrobmiani); vide p. 80, 
108, 153. A. K. 
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LEMMA 1 


1. Si binae variabiles x et y ita a se invicem pendeant, ut sit 
0 = 0 ! ^(xx yy) + ^yxy + dxxyy, 
erit sive summa sive differentia harum formularum integralium 




y(—(i^ + (Yy — ccd — ^ffyy—^dy*) 
aegualis guantitati constanti. 


— I i/(_o: 


dx 


■j/( — o:/3 -\-{yy — ad — ^ffxx — §Sx^ 


Cum enim sit 


DEMONSTEATIO 


0 = « -f ^(xx + yy) + 2yxy + dxxyy, 
erit inde utramque radicem extrahendo 


— yic + ]/( — a/5 + (yy — ad — ^ffxx — fidod) 

y __ _ p + dxX ’ 

— yy±V{—<!‘^ + (.??— ad — ^P)yy — ^dy^) 
f+djy 

unde sequitur fore 

^y yx dxxy = +L'( — + (jy — «c5' — ^ff)xx — ^dx*) , 

(3x + yy + dxyy = ±y (— a(3 + (yy — ad — ^ff)yy — ^dy^) . 


Quodsi vero aequatio proposita differentietur, orietur 


seu 


0 == ^xdx + ^ydy + yydx + yxdy + dxyydx + dxxydy 
0 = dx(^x -y yy dxyy) + dy(^y yx dxxy). 


quae abit in banc 


dy 


,+ 


dx 


^x + yyydxyy ' ^y + yx + dxxy 


: 0 . 


Substituantur loco denominatorum formulae illae irrationales, ut prodeant duo 
membra differentialia, in quibus variabiles x et y sint a se invicem separatae, 
ac sumendis integralibus obtinebitur 


A 


dy 


— J y(^ + (yy — ccd — PP)xX'— pSx^) 




dx 


= Const. 


26 
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COEOLLAEIUM 1 

2. Summa harum formularum integralium erit constans, si in utraque 
radicis extractione signis radicalibus paria tribuantur signa; sin autem signa 
statuantur disparia, turn differentia formularum integralium erit constans. 

COEOLLAEIUM 2 

3. Si ponamus 

— a^ = AJc, YY — — ^l3 = Blc, — — GTc, 

inde fiet 

-ATc , -Ch . 

“-“T’’ ^ — T f 

Quare si relatio inter x Qi y hac aequatione exprimatur 

0 = — ATt 4- l3^{xx + yy) + 2xyV[AClkh + Bkl3(3 + /3*) — Gkxxyy, 

erit 

f ^ + f- * Const. 

y{A + Byy + Gy^) —J y(A + Bxx + Ca^) 

COEOLLAEIUM 3 

4. Snbstitutis autem loco a, S, y liis valoribus erit 

- X y(A CU + ± yk{A + Bxx + Cx^) 

^ ^/ 3 — Ckxx ’ 

— yy{AC'kl{ABk^^ + ^^) + ^yh(A + Byy-\- Cy) 

^^-Ckyy 

qui ergo sunt valores illi aequationi integrali convenientes, et quia in his 
formulis inest constans arbitraria eae integrals completum exhibere sunt 
censendae. 

COEOLLAEIUM 4 

5. Ad has formulas commodiores reddendas, quia posito x = 0 fit 
3/ = + ponatur = fet prodibit 

a; yA(A + BffA Gf^) ±fyA(A + Bxx + Oaf) 
y A- Off XX ’ 

„ yyA{A + Bff+Cf)±fyA{A + Byy-\-Oy) 

A-Offyy 
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quae sunt radices huius aequationis 

0 = — A(xx + yy) — ^xyV A(A + Bff-\- Gf^) — Gffxxyy. 


COEOLLARIUM 5 

6. Si ergo relatio inter x ei y hac aequatione exprimatur 
0 = — Aff-\- A(xx -j- yy) zb ^^y yA{A + Cf^) — Gffxxyy, 


turn erit 


y(A + Byy + Gy*) J ]/(J. + Bxx + GxF) 


Const. 


^y ^ da; ^ Q 

y{A + Byy + Cy^) - ]/(^ + Bxx + Ox^) 


COEOLLAEIUM 6 

7. Vicissim ergo si habeatur baec aequatio differentialis 

dj I ^ Q 

y{A + Byy + Cf) y{A + Bxx + Ca;*) 

relatio inter a: et ^ ita se babebit, ut sit 


-xyA(A + BffA Cf*) +fyA(A + Bxx + Cx*) 
y~ A-Offxx 

seu 

-yyA(A + Bff+ cn + fyA{A + Byy -p C/) 

A^cmy 


COEOLLAEIUM 7 

8. Verum proposita bac aequatione differentiab 

dy dx Q 

y{A + Byy + Cy) ~~ y{A + Bxx + Cxf) ~ 

aequatio integralis completa erit 

xy_A{A + B f f+ C f) + fyA (A + Bxx + Caf') 
A — Off XX 

yyA{A + BffA Gf)-fyA{A + Byy + Of) 
A-Cffyy 


seu 
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SCHOLION 

9. Eetinebo determinationes huius postremi casus, quibus efficitur, quodsi 
relatio inter binas variabiles so et y fuerit 

0 = — Aff + A{xx + yy) — ^xyV A{A + Bff+ Cf) — Gffxxyy 


sive 


et 


y 


X 


VA(A + Bff Cf^^AfYA^A Bxx-\- Cx^) 


A — Cffxx 


y 


yA(A + Bff+ Cf*)—fj/A(A + £yy -f Cy^) 


^-Gffyy 

turn hanc aequationem dififerentialem locum habere 

dy dx 


= 0 


V{A-{- Byy Oy^) Y(AAJBxx + Cx!^) 
seu sumtis integralibus fore 

f ^ r 

Byy + CY) J ViA + Bxx + Cx^) 

Pro hoc ergo casu erit 

y(A + Bxx Gx^) = y ~ Cffxx) — x 'f/A(A + Bff + Cf^) 

et 


sicque fiet 


V(A + Byy -j- Gy^) = ~^^-^~^ffyy)-^yyM-^ + Bff + Cf*) 

fyA 


fdy YA 


yYA{AA Bff Jr Cf^) — x{A — Gffyy) xY A (A + Bff+ C'/’*) — y(A — Cffxx) 


fdx YA 


= 0 . 


LEMMA 2 

10. Eadew, manente relatione inter hinas variabilis x et y, ut sit 
0 = — ■^ff+ + yy) — 2xyYA(A + Bff+ Cf) — Gffxxyy 

y = ^ Y^C-d- + Bff + Cf) 4 - fYA{A + Bxx + Caf) 

A — Cffxx 

-c = y -fy^^ + Byy + Cf) 

— Gffyy ’ 
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erit differentia Jiarum formularum integralium 


A 


dy(% + ^8yy) r dx(ffi+^x x) 

J 1 


Vi^ + Syy + Gy*) Y(A + £xx + Gx^) 

geometrice assignahilis. 

DEMONSTRATIO 

Ad hoc ostendendum ponamus hanc diflferentiam = V, ut sit 


dy{n + ^yy) dx(% + ^xx) 

— r-/- , - . -- - - = dV. 


Quare cum sit 


y(A-{- Byy CiY) y{A-\-Bxx-\- Gaf) 


dy 


dx 


erit 


y{A + Byy -[- Gf) ]/(A + Bxx + Ga ^) ' 


dV^ 


^(yy — xx)dx 


‘j^fjyy — xx)dxy A 


y{AABxx + Gx^) y{A— Gffxx) — a? ]/A (A + Bff+ Gff) 


Ponamus iam xy = u, ut sit y 


et 


0 = — ^ff+ — 2uyA(A + Bff-h Off) — Cffuu, 

qua aequatione differentiata fit 


0 = Axdx — — duyA{A + Bff^ Off) — Gffudu] 

unde ob ^ = y per x multiplicando oritur 

^ du 

y(A Gff XX) xyA(A + Bff -j- Gff) A(yy — xx) ’ 

quae multiplicata per ^8f(yy — xx)yA praebet 

dV^^ et F= Const. + ^. 
yA ]/A 

Quam ob rem pro formularum integralium differentia habebimus 

f +»!/») _ r <tx(g+a»,;e) _ 8^ 

G y(A + Byy + Gy^) ’d y(A + Bxx+ Gx^) ' YA ’ 

quae utique est geometrice assignabilis. 
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COEOLLARIUM 1 

11. Propositis ergo duabus formulis integralibus similibus 

r %(2l+S3yy) r dx{% + ^8xx) 

J y{A + Byy + Of) ^ y(A + Bxx + Cx^) 

eiusmodi relatio inter x et y exhiberi potest, ut barum formularum diffe- 
rentia flat geometrice assignabilis. 

COEOLLARIUM 2 

12. Hunc scilicet in flnem tabs relatio inter variabiles x et y statui 
debet, nt sit 

0 = — Aff+A(xx + yy) — 2xy VA(A + B/’f+ Cf) — Gffxxyy, 

cuius aequationis resolutio cum sit ambigua, capi debet 

xyA{A + BffA Cf) + ryA {A + Bxx^- Ox*) 

A-Cffxx 

et 

^ _ y + ^ff+ -fyA(A H- Byy -h Cy*) 

""""■ A-Cffyy 

COEOLLARIUM 3 

13. Quemadmodum hie y per x et f atque x per y et f definitur, ita 
etiam simili mode f per x et y definiri potest. Erit enim 

f + + Gx*) -xyA{A + Byy + Oy *) 

' A — Gxxyy ’ 

unde patet, si sit cc = 0, fore y = f, ex quo casu constans ilia in valorem 
ipsius V ingrediens deflniri debet. 

SCHOLION 

14. Simili modo demonstrari potest etiam harum formularum integralium 
differentiam 

rdy{% + ^8yy + (^y* + ^y^) _ rdx(% + ^xx + iS,x* + ^x<*) ^ ^ 

J y{A-\- Byy Cy*) ^ y{A-{-Bxx-\-Cx*) 
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esse geometrice assignabilem. Posito enim xy — u erit 

^ ^ (/ — a;") + ® — x^)) 

ideoque 

dy= (25 + ^{yy + a:a:) + ® (/ + O^xyy + x^)). 

At ex aequatione canonica habemus 

XX yy = 2 m ]/A(A + Bff + Cf*) + Cffuu ^ 

Ponamus brevitatis gratia yA(A + Bff-\- Of*) = Fff, ut sit 

XX A- yy = ^{A-\- '^Fu + Cuu), 
eritque ob y^ + xxyy oc^ = ixx + yyj — uu 

23 + ^(^ + 2Fu + Cuu) 

+ 22 (-^ + 2 ^% + GuuY — ^uu 

ideoque integraudo 

m + ^{AuA-F%uA-\ Gu^) - 

+ 2 ^ + 2AFuu + 2 (-A C + 2FF)u^ + GFu‘^ + j- GG^i^) 

Veruru pro praesenti instituto, quo ellipsis nobis est proposita, formulae in 
lemmate exhibitae sufficiunt. 



av=^ 

VA 


LEMMA 3 


15. Si G (Pig. 1) sif centrum ellipseos 
emsqm semiaxes GA = a, CB = i atque ad 
verticem A ducatur tangens AJD, in gua 
sumatm portio indefinita AZ= z, et ex Z 
ad AB perpendicularis erigatur ZMV, erit 
arcus huic abscissae AZ= z respondens 


A2£ = 



— (bb — aa)zz 
hi — zz 



Pig. 1. 
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DEMONSTEATIO THEOREMATIS ET SOLUTIO PEOBLEMATIS [136—137 


DEMONSTEATIO 

Ponatur Z2I = v et ipse arcus AM = s; erit ex natura ellipsis 

VM^a — v = jV(bh — zs) 

Mncque 

V = a — —Vibh — zz) et dv = — 7 — —- 

6 ^ ^ lyqyb-zz) 

Quare cum sit ds = ^[dz^ + erit 

= ‘*0/(1 + 

et integrand 0 

J 0 y DO — zz 

integrali ita accepto, ut evanescat posito z = 0. 


COEOLLAEIUM 1 

16. Ad hanc formulam contrahendam ponamus hie et in sequentibus 
perpetuo = ut sit a = &y(l — n), eritque arcus abscissae AZ == z 

respondens 


bb—nzz 
zz 


dz{bb — nzz) 


Seu cum sit 

j nr^ I 

y(b* — (n + l)bbzz + nz^) ’ 

haec expressio ad nostrum formam tractatam 

J dz{% + ^zz) 


reducetur ponendo 

sr = &&, 33 


y [A “I” JBzz “p Cz^'^ 
n, A = b\ B = — (w + !)&&, G=n, 


ita ut sit 


y(A + Bzz 4 - CVj =y(hb — zz)(bh — nzz). 
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GOKOLLAEIUM 2 
17. Cum ob a = hVil — n) sit 

y ; 


')/(6 J — 0 g ) 

erit anguli AMZ sinus = — = l/- 
tangens 


dz 

dv 


YQ)!) — zz) 




hh — zz . dv ^]/(l — n) 

, cosmus = — = u 

hb — nzz ds yifih — nzz) 


et 


^1/(1 


, quas formulas probe notasse iuvabit: 
hh — ss 


sinus AMZ = 


cosinus AMZ = 


bb — n00’ 


y{bb — n00)’ 

tangens AMZ == - • 

^ 0y(l-n) 


COROLLAEIUM 3 

18. Designabo porro arcum AM, qui abscissae cuique AZ == z respondet, 
hac expressione II.z, ut sit 

AM=:^n\z=flzY^-^^' 

Hinc si variae abscissae ponantur 

AF=f, AP=p, AQ = q, AB = r, AD=CB = b, 
erunt arcus respondentes 

Af^n-.f, Ap^n-.p, Aq^n-.q, Ar = n.r, AMB = n:h. 


COROLLAEIUM 4 

19. Hoc modo etiam arcus, qui non in puncto A terminantur, commode 
exprimi poterunt; sic enim erit 

arcus fp^ n:p — n-.f, arcus pq = n:q — n:p, 
arcus qr = n\r — II\q, arcus pr = TI\r — II'. p, 

item 

sxcm, Bp=^ n-.h — n-.p, arcusR£^==/I:& — iT:^- 

Denotat enim 11:1 arcum totius quadrantis AMB ideoque 4iT:& totam 
ellipsis peripheriam. 


27 * 
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PEOBLEMA 1 

20. Proposito in~ ellipsi arm Af (Pig. 1, p. 209) in vertice A terminato ah 
alio qiiovis puncto p arcum abscindere pq, qui ah illo arm Af discrepet quantitate 
geometrice' assignahili. 

SOLUTIO 

Positis abscissis, quae punctis f, p q respondent, AF=f, AP = p, 
et AQ = q ex datis f et p convenienter determinari oportet q. Cum igitur 
pro lemmate secundo sit 

St = hh, $8 = — n,- A = b*, B = — (« + l)hh et G= n, 
capiatur q ita, ut sit 

_ UpyQ)l-ff){hh-nff)Ahlfy{hl-pp)(Jbl-npp) 

3 h^ — nffpp 

eritque per lemmatis conclusionem 

At est 

unde 

11: q — n:p = Const. — 

ubi tantum superest, ut constans debite definiatur. Verum quia posito ^ = 0 
fii' 2 = /) ad quern casum aequatione translata fiet 77: f= Const., quo valore 
introducto habebimus 

n:q-n:p^n:f-^ 

sive 

- kxQ,. pq = kxc.. Af — 


COKOLLAEIUM 1 

21. Quia vero eidem abscissae AQ = q bina in ellipsi puncta q respondent, 
ad hoc punctum perfects determinandum etiam applicatae Qq magnitudo de- 
finiri debet. Est vero 
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Qq = a — ~y(bh — qq) = (& — /(&& — qq)) V{1 — n) 
et 

V(hh - an\ = 

¥-nffpp 

Turn etiam notari meretur 


YM _ naa) = — nifp Yjhh -ff) { U —pp ) . 

^ h*^ — nffpp ’ 

si igitar valor ipsius ]/(&& — qq) fit negativus, punctum q in superiori ellipsis 
quadrante capi debet. 


COEOLLAERJM 2 

22. Hie igitur primo relatio notari debet, quae inter tria puncta f, p 
et q intercedit, quae ita est comparata, ut ex binis datis tertium inveniri possit. 
I. Si f ei p sint data, erit 


//)(&& — w//) + 6&/l/(66—^p)(&6 — «pp) 

S' b^ — nffpp 

Yfbb - QQ) = ~ ~ ~ , 

V — nffpp ’ 

V(hh nad) ~ yy>h-ff){U -p p) - 

^ 6^ — nffpp 

II. Si f et sint data, erit 

Uqy(bb-ff)Q)'b- nff) - bbfy{b b-qq)(bb- nqq) 
b^-nffqq 

y(bb - nn] = -ff)(P^-M) + Mg yQ>'b - nff) {bb-nqq) 

ym - npp) = -mq)^ nbfq y{bb-ff) (bb - qq) ^ 

^ b^ — nffqq 

in. Si p et q sint data, erit 

^ bbqy(bb—pp)(bb — npp) ~-bbpy(bb — qq)(bb — nqq) 

^ ft * — nppqq ’ 

Y(bb — ff) = y(P'^ -pp)(bb - qq) + bpq /(ftft — npp)Q)b — nqq) 

y(bb — nff) = + . 
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Hae autem formulae omnes ex hac nascuntur 

0 == — h*ff + V'pp + — 2bbpqy(bb — ff)(bb — nff) — nffppqq, 

quae adeo ad hanc rationalem, in qua f,pBiq aequaliter insunt, reducitur 

■ 0 = + / + 2*) + 4(^^ + — ^b\ffpp + ffqq + ppqq) 

— 2nb^ffppqq{ff + i>i> + 22) + nnf^p^q^. 


COEOLLAEIUM 3 

23. Harum formularum igitur ope, si trium punctorum f,pQtq data 
sint bina quaecunque, tertium inveniri poterit, ut arcuum At/" et ^2 <iiff6rentia 
geometrice fiat assignabilis. Erit enim 


Arc. Af — Arc. jpg' = Arc. Ap — Arc. fq ■■ 


bh" 


COEOLLAEIUM 4 

24. Denotat autem b semiaxem ellipsis CB et posito altero CA = a 
fecimus unde, si n = 0, ellipsis abit in circulum et arcuum assigna- 

torum differentia evanescit. Ellipsis autem abibit in parabolam, cuius semi- 
parameter = c, si bb = ac et a = co. Hoc ergo casn fiet 


n 


ideoque 


c — a 
c 


et 


n 

Fb 


1 

cc 


n 


U 

cc 


et y{bb-ff)^b, y(bb-nff) = by(l-f£)-, 


unde formulae superiores ad parabolam transferri poterunt. 


COEOLLAEIUM 6 

25. Si easdem formulas ad byperbolam accommodare velimus, semiaxem 
b ita imaginarium statui oportet, ut eius quadratum bb fiat quantitas nega- 
tiva. Seu, quod eodem redit, in nostris formulis ubique loco bb scribatur 
— bb et semiaxis a capiatur negative; turn vero n erit numerus unitate 
maior. 
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PROBLBMA 2 

26. In qmdrante elliptico AB (Fig. 2) dato puncto quocunque f invenire aliud 
punctum g, ut armum Af et Bg differentia sit geometrice assignalilis. 


SOLUTIO 


Ex praecedente problemate hoc facile resolvitur; positis enim semiaxibus 
GA = a, CB = h et = n punctum q in praecedente problemate in B 

usque promoveri oportet, ut fiat q==b] turn sint 
abscissae super tangente AB vel axe GB sumtae 
punctis f et g respondentes AF = (% = f et 
AG — G(^=g, ita ut, quod ante erat p, nunc 
sit g, atque ex dato puncto f determinatio 
puncti g per formulas § 22 ita se habebit ob 
p = g et q = h 


9 - 


l^y(ll-ff)(hl-nff) 

¥-nUff 


nff’ 


V(bh - aa) = WV(pb-nff)iU-nhb) 
^ l^-nblff 



Fig. 2. 


Vibh — ngg) 


¥y(bb-nff){bb-nbb) 

¥-nbhff 


6/- ]/(!-«) 
yfbb — nff)’ 
bby{l — n) 
y(bb-f^' 


Unde si anguli, quos applicatae Ff et Gg cum curva faciunt, in computum 
ducantur, erit 

g = h sin. AfF et f =h sin. Ag G. 


Atque hinc sequitur ista constructio pro puncto g inveniendo: Ad punctum f 
ducatur tangens donee axi GA producto occurrat in T, turn in ea, si 
opus est, producta capiatur TV= GB = l et per V agatur recta ® G axi 
GA parallela eritque punctum g quaesitum, ita ut arcuum Af et Bg diffe- 
rentia sit geometrice assignabilis. Verum ex problemate praecedente ob 
p = g et q = h erit haec differentia 

Arc. Af- Arc. 


Ad quam constrnendam notetur esse 



216 


DEMONSTEATIO THEOEEMATIS ET SOLUTIO PEOBLEMATIS [142—143 


et ex natura ellipsis 


rp^ -4-Z^ 

‘~sm.AfF 


p-t /h'b-nff 

‘ y u-ff 




Hinc si ex centre ellipsis C in tangentem Tf demittatur perpendiculum GS, 

ob Sing. GTS = snag. AfF eiusque sinum =l/— et cosinum 

° ° ^ " hi- nff y{hb — nff) 


TS= GT COS. GTS - 


Uf(l-n) 

y(hh-ff)(bh-nff) 


hincque 

Sf-=Tf--TS= _ nf(bb-ff) _ ./ bb-ff _ 

' y(hb-ff)(bb-nff) y{bb-ff){bb-nff) ' ^ bb-nff' 

Portio igitnr tangentis fS inter perpendiculum GS et punctum contactus f 
contenta praebebit differentiam arcuum Af et Bg, ita ut sit 


Arc. Af— Arc. Bg == Arc. Ag — Arc. Bf = 8f. 


COROLLAEIUM 1 

27. Haec differentia arcuum facilius inveniri potest, si in f ad tangentem 
ducatur normalis f<B\ turn enim ex natura ellipsis statim constat esse 

G® = f-^f=nf 

Quare cum GS ipsi ©f sit parallela et angulus BGS= GTS = TfF eiusque 

■v/lh—ff 

ergo sinus erit 

Sf-= G<B sin. BGS^ 

r bb — nff 
COEOLLARIUM 2 

28. Simili mode ex puncto g definietur punctum f; si enim ad g ducatur 
tangens usque ad axem GA atque ab intersectione eius cum axe in ea capiatur 
portio alteri semiaxi GB aequalis, haec praecise in recta Ff terminabitur 
ideoque punctum f monstrabit. 
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COEOLLAEIUM 3 

29. Constructio ergo puncti g ex dato puncto f ita se habebit: Ad 
punctum f ducatur tangens axi CA producto occurrens in T in eaque a T 
abscindatur portio TV semiaxi GB aequalis, et recta axi CA parallela 
per punctum F acta in ellipsi punctum quaesitum g definiet. Turn enim, si 
ex centro ellipsis G in illam tangentem perpendiculum G8 demittatur, erit 

Arc. Af — Arc. Bg = Rectae Sf 

hincque etiam 

Arc. Af — Recta fS = Arc. Bg. 


COROLLAEIUM 4 

30. Casus notabilis est, quo bina puncta f et g in unum colliquescunt, 
ita ut arcus quadrantis AfB (Fig. 3) in puncto f ita secari iubeatur, ut 
partium Af et Bf differentia fiat geometrice assignabilis. Hunc in finem 
ponatur in solutione g == f, unde fit 




bincque 


Thbff—nf=^}f et 


U 

ff 


1 + 1/(1 - n) 


a+J) 

■“6 


Quare pro puncto hoc f capi debet abscissa 


atque ob 

erit partium differentia 


-i/ hh-ff f 

y bb.-nff b 


Af-Bf^ 


nff nbb 



quae, cum sit w = — , abit in Af — Bf=l — a, ita ut aequalis evadat 
differentiae semiaxium. Unde puncto /‘hoc modo definite, ut sit 
erit etiam 

AC+Af=BG+Bf 


seu ducto radio Gf ambo trilinea ACf et B Cf pari perimetro includuntur. 
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COEOLLAEIUM 5 
31. Quia supra habuimus 

erit pro praesenti casu 

CT— V{aa + ah) ob //= ~ ; 

unde sequens concinna puucti f constructio deducitur: Bisecto semiaxe BC 
in 0 intervallo OT= OG-j-AC definiatur in GA producta punctum T, unde 
intervallo Tf=BG punctum fin ellipsi designetur eritque f punctum quae- 
situm et recta Tf eius tangens. 


PEOBLEMA 3 

32. JPrqposita semiellipsi ABa (Fig. 4) in eaque sumto quocunque jmncto p 
definire punctum q if a, ut arcus pBq differat a quadrante elliptico ApB quanti- 

SOLUTIO 

Positis ut hactenus semiaxibus GA = a, GB = b 
et ad abbreviandum w = — in solutione pro- 
blematis primi promoveatur punctum f in B 
usque eritque vi eius arcuum AB et pq diffe- 
rentia geometrice assignabilis, uti requiritur. 
Demissis ergo ad tangentem AB ex p et q 
perpendiculis pP et qQ sint AP=p et AQ = q 
atque db f=h habebimus ex § 22 

a = ^ VQ>'b--pp)Q>h-npp) ^ / Ib-pp 

^ hh — f — 

Yai) _ Qo) = -pVQ>^-^iV)(P^-^PP) ^ -hpV{l-n) 

hb — npp ytlb — npp) 

btatis signum — indicat ulteriorem intersectionem perpendiculi QK 
' accipi oportere, secus atque in problemate praecedente. Cum 
exprimat sinum anguli, quern applicata Pp cum curva facit. 


tote geometrice assignabili. 


a 
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erit q^h sm. ApP. Ad Qq, si opus est, productam ex centre C dirigatur 
recta GK semiaxi GB = h aequalis, ut sit GK = h, eritque y = ^ = sin. ApP 
hineque sin. = sin. ApP et GKQ=ApP. Ex quo patet rectam GK 
parallelam fore tangenti in puncto p. Quare iuncta Gp eaque ut semidia- 
metro spectata erit GL eius semidiameter coniugata, in qua proinde pro- 
ducta, si capiatur GK= GB, perpendiculum KQ ad GB demissum in ellipsi 
definiet punctum q. Quo invento ob 

f-i et 

' ^ r bb — npp 

erit arcuum differentia 

Arc. AB — Arc. pq = ^ = np ]/ sin. ApP. 

Ducatur ad ellipsin in p normalis erit = np et producta p^ in N 
ang. C'9iA‘=ang. ApP; quare cum haec pA" futura sit normalis in diametrum 
coniugatam GL, erit GN = np sin. ApP; unde demisso ex p in GL per- 
pendiculo intervallum GN aequabitur differentiae illorum arcuum, ita ut sit 

Arc. AB — Arc. pq= GN. 

COEOLLARIUM 1 

33. Cum igitur punctum p pro lubitu assumi possit, infiniti arcus pq 
exhiberi possunt, qui a quadrante AB differunt quantitate geometrice assigna- 
bili. Quare etiam M arcus inter se different quantitate geometrice assignabili. 

COEOLLARIUM 2 

34. Ex dato ergo puncto p punctum q ita definitur: Ad ductam Gp 
iungatur semidiameter coniugata GL in K producenda, ut fiat GK aequalis 
semiaxi GB, ad quern ex K perpendiculum demittatur KQ ellipsin secans 
in q; erit q punctum quaesitum. Atque demisso ex p in GL perpendiculo 
pN erit AB — p£= GN. 


COEOLLARIUM 3 

35. Quoties perpendiculum pN (Fig. 5, p. 220) intra (7 et AT cadit, arcus 
pq erit minor quadrante AB, contra autem, si ad alteram partem cadit, 

28 * 
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maior. Ita si prius punctum in n detur et rectae Gn conveniat semidiameter 
coniugata CL, qua producta in E, ut sit GK= CB, et ex K ad GB demisso 
perpendiculo KQ secante ellipsin in q, quia hie perpendiculum nv in CL 
demissum ad alteram partem cadit, erit arcus nq — arcu AB = Cv. 


THBOEEMl DBMONSTEANDUM 

36. Si ellipsis ABa/S (Pig. 5) diametro qmcmique pn fmrit Usecta ad 
eamqxie ducatur diameter cmiiugata LX, cuius semissis CL producatur in K, 
ut fiat GK alter i semiaxi principali GB aequalis, ad quern ex K demittatur 
perpendiculum KQ ellipsin secans in q, turn ellipsis semiperimeter pBLan ita 
seedbitur in q, ut partium naq et pBq differentia sit geometrice assigndbilis. 
Ductis enim ex p et n ad diametrum coniugatam LX normalihus pN et nv inter- 
vallum Nv illi differentiae ita aequAbitur, ut sit 

Arc. naq — hxc.pBq == Nv. 

DBMONSTEATIO 

Quia CL est semidiameter coniugata conveniens semidiametro Gp, ex 
constructione, qua punctum q est definitum, patet per § 34 fore 

Arc. AB — Axe. pq = GN. 

Deinde, quia CL est quoque semidiameter 
coniugata conveniens semidiametro Gn, ex 
§ 35 patet esse 

Arc. nq — Arc. AB = Gv. 

Addantur hae duae aequationes ac resul- 
tabit 

Arc. nq — Arc.pq = GN Cv ^ Nv.. 

COEOLLARIUM 

37. Perinde est, utri semiaxi principali semidiameter CL producta 
eiusve portio aequalis capiatur, dummodo ex eius termino ad eum ipsum 
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asem perpendiculum demittatur. Ifca in CL potuisset abscindi portio Ck 
semiasi minori Ca aequalis; recta enim (\hq per ^ ad C'a normaliter ducta 
in ellipsi idem punctum q prodidisset. 

SCHOLION 

38. En ergo demonstrationem completam theorematis in Actis Erud. 
Lips, propositi, quae ita est comparata, ut nullo modo ex yulgaribus ellipsis 
proprietatibus derivari potuisset, neque etiam Analysis infinitorum multum 
auxilii attulerit, nisi hoc ipso modo, quo hie sum usus, in subsidium vocetur. 
Ex profundis quidem speculationibus 111. Comitis Eagnani hanc quoque de- 
monstrationem deducere liceret; verum inde vix via pateret ad problema 
ibidem propositum resolvendum, in cuius ergo gratiam sequentia sunt prae- 
mittenda. 

PROBLEMA 4 

39. Afcwm ellipticwm quemeunque Ag (Pig. 6) ad alterum qxem principalem 
in A terminatum ita secare in f, ut partium Af et fg differentia sit geometrice 
assignabilis. 

SOLUTIO 

Positis semiaxibus GA = a, CB = h et 
brevitatis gratia n = in verticis A tan- 

gente AB sumantur abscissae ac ponatur ab- 
scissa toti arcui Ag dato respondens AG = g, 
quaesita autem, quae puncto f respondeat, sit 
Pig. 6. AF=f. Cum igitur differentia arcuum Af et 

fg debeat esse geometrice assignabilis, quaestio 
continetur in probl. 1 sumendo ibi p = f et ponendo q==g, unde obtinebimus 
has formulas 

_ 2 hbfy(bh-ff)(U-nff) 

y 

V(hh l\u-ff)-lff{bh-nff) b{b^-2bbff^nn 

. _ b\bb- nff) -nbffjbb- ff) _ b(b^ — 2nbbff+nff) _ 

'^ 99 ) 
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Ex quibus combinatione oritur 

V (bh — ngg) — nV(ph — gg) = 

bincque 

nf* y(hb — ngg) — n yQ>b — gg) — {l —n)b 

¥ y^b — ngg)—n'\/{bb — gg) + {l~n)b’ 

quae formula reducitur ad 

nnf* (y (bb — ngg) — n Yjbb — gg) — (1 — n)by 

¥ 2bb — (l +n)gg — 2y(bb—gg)(bb—ngg) 

unde radice quadrata extracta fit 

nff ^ y(b b — n g g) — n y( b h — gg) - (1 —n )b ^ (b — y(bb — gg ) ) (b — y(bb — ngg)) ^ 
bb y{bb — ngg) — y(bb — gg) gg 

ex qua porro elicimus 

bb — nff ^ (l —n)(b — yQ)b—gg)) ^ (b — y (bb~gg)) ( y(bb — n gg) + y(bb—gg)) ^ 
bb y(bb — ngg) — y(bb—gg) gg 

== ( Ir ^ (jt — yObb — ngg )) ('|/(&5 — ngg) + y(6 — gg)) 

bb y(bb-ngg) — yibb—gg) gg 

Punctum igitur quaesitum f ita determinabitur, ut sit 

/_ J )/(& _ y(ii _ (s _ >/(4J - „gg )) , 
g yit 

y(ph _ ff) = 1 y(b-.y(bb- ngg)) (y(bh - gg) + y{bb - ngg)) , 

g Y n 

y(hb - nff) ^\V(h-y(bb- gg)) (/(M - gg) + y{bb- ngg)). 

y 

Yerum hoc puncto f ita determinato db p = f et q = g partium inventarum 
differentia erit 

nffg ^ (b — y(bb—gg))(b — y(bb — ngg )) _ 
bb g 


Arc. Af — Arc. fg 
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COEOLLARIUM 1 

40. Casum huius problematis iam solvimus § 30, quo arcus secaudus 
Ag toti quadrant! AB assumitur aequalis. Si enim ponamus g = h, reperie- 
tur ut ibi 

/-= 6 -i /l-V(l-n) ^ ^ lyb 

^ n ^ bb—aa y(a-\-b) 

et partium differentia prodit —h — b y(l — n) — I — a. 

COEOLLAEIUM 2 

41. Si arcus dati Ag alter terminus in superior! quadrante existat eique 
eadem abscissa AG = g respondeat, eaedem bae formulae valent, nisi quod 
valor radicalis ]/(&& — gg) negative capi debeat radical! y(b'b — ngg) non 
mutato. 

COEOLLAEIUM 3 

42. Ita si proponatur tota semiperipheria, erit g = 0 et y(bh — gg) = — b, 
unde pro hoc casu obtinebitur 

/== V^b [b - y{bb - ngg)) = b, 

gyn 

scilicet arcus Af abibit in quadrantem elUpsis. Sin autem integra ellipsis 
peripheria proponeretur, turn esset et ^ = 0 et l/(&5 — 99) = -\-^ sicque valor 
ipsius f prodiret evanescens, at pro y(pb — ff) capi deberet — b. 


PEOBLBMA 5 

43. Proposito in ellipsi arm Ag altero termino A in axe principali termi- 
nate assignare areum pg, qui sit praeeise semissis arms dati Ag. 

SOLUTIO 

Manentibus superioribus denominationibus sint abscissae punctis p et q 
respondentes AP=p et AQ = q atque ex puncto p, quasi esset datum, 
quaeratur q, ut differentia arcuum Af et pq flat geometrice assignabilis; turn 
enim quoque differentia arcuum fg pq geometrice assignari poterit; si- 
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quidem secundum problema praecedens arcus datus Ag, pro quo eat A (r = g, 
ita sectus est in f, ut partium Af et fg differentia sit geometrice assignabilis. 
Hunc ergo in finem esse debet 


hip '\/{h'b—ff)(b'b—nff) + l'bfy(bi—pp)(b^ — npp) 

^ 5 * — nffpp 


seu 


0 = + M- ff) - ^UpqVibb - ff){hh - nff) - nffppqq. 

Quo facto erit 


Arc. Af — Arc. jpg 


ideoque 


2 Arc. Af — 2 Lrc.pq ^ 
At ex problemate praecedente habemus 


AxG.Af— Arc. fg — 
qua aequatione ab ilia subtracta relinquitur 


nfpq 

2nfpq 

^~hh^' 

nffg 


Arc. Ag — 2 kxc.pq 


2 nfpq nffg 


hb 


bb 


Quae differentia cum in nihilum abire debeat, habebimus • 

2nfpq = nffg et ‘2pq = fg. 

Pro pq substituatur iste valor ^ fg et obtinebimus 

b\pp + qq) = b^f-f bbfgV(bb - ff)(bb - nff) + ^nfgg 

existente 

2bbfy{bh-ff)(bb-nff) ^ 

^ 6 * — nf^ 


vel potius pro f introducatur valor ante inventus 


f= yyV {b — ^(p'b — gg)) {b — V(bb — ngg)) , 

unde lit 

ff) (W - w/"/") = /(&— 1/^ 
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Postea vero ambae abscissae p eK. bac aequatione duplicata definiri 

poterunt 

¥ff± ¥fg + hlfg y{hh-ff){hh - nff) -h ~ nfgg 
pp + 2pq + gs = — -J4 

vel sublata ista irrationalitate ob 

hhfgVihh - ff){hh - nff) = \ - nf) 

habebimus 

p + q = 


iinde utraque abscissa p ei q seorsim facile assign atur. 

COEOLLAEIUM 1 

44. Si quantitatem subsidiariam f penitus eliminemus, perveniemus ad 
lias duas formulas 

pp-\-qq^ (5 _ y(hh — gg)) (& — y(bh — ngg)) 

X (phi) + 36 1/(66 — + 36 ]/(66 — ngg) + l/(66 - gg){bh — ngg )) , 

2pcj = A ■)/(& _ ypi _ ggp^ (h — yph — ngg)). 

yn 

COEOLLAEIUM 2 

45. Si arcus propositus Ag sit semiperipheriae aequalis ideoque 

g = 0 et ]/(66 — gg) = — 6 et y(ph ~ ngg) = h — , 

fiet pro hoc casu 

pp + gg = 66 et 2pg = 6g = 0 

ideoque p = Q et q = h. Arcus scilicet pq abibit in quadrantem AB, ut 
natura rei postulat. 
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PEOBLEMA SOLVENDUM 


46. In qiiadrante elliptico AB (Fig. 7) arcum assignare pq, qui praecise sit 
semissis arms quadr antis AB. 

SOLTJTIO 


hh — aa 


Ponantur ellipsis semiaxes GA = a, GB = I sitque brevitatis gratia 
= n. Turn ad A ducatur tangens in eamque ex punctis quaesitis p 

et q deroissa concipiantur perpendicula pP et 
qQ vocenturque AP=p et AQ = q. lam 
manifestum est hoc problema esse casum prae- 
cedentis, quo punctum g in B assumitur, ita 
ut hoc sit g = l>. Quo valore inducto formulae 
§ 44 praebebunt 



PP 


+ ^ 2 = (5^^ + 3&&y(l - n)) 


et 


At ob 

unde fiet 
hincque 


2pq = hh'y '- — 


n 


bh — aa 


bh 


est V(l-n)- 


± et ^ - ") 

b n 


b_ 

b + a’ 


bb(5b-{-3a) , ^ bbVb 

pp + M=^ — 77— t- 7 N— et 2pq = ^ — 

iig-j-b) y{a-[-h) 


q—p 


l_,-j/5&4-3a — 4l/&(a + i!>) 

2 y a-i-b 

ideoque ipsae abscissae erunt 

j^jp 1 ^-i / 5b + 3a-i- 4'f/b(a + b) 1 , -i/ 56 4-3a — 4l/& (a + 6) 

4: y a b 4 y a -p b 


AQ 


b d~ 4 y b(a + h) 


4- J-h -]/ 5& + 3a-4V'6(a + i!)) 
4 y a + b 


qui ambo valores geometrice per circinum et regulam construi possunt. 

Haecque est solutio adaequata problematis in Actis Brud. Lipsiensibus 
propositi. 
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COROLLARIUM 1 

47. Si distantiae binorum punctorum p b\, q b, centro ellipsis desideren- 
tur, notetur posita AP=p fore Cp = y(aa-\-'>^Pp) atque Mnc colligitur fore 


Cp = 


6'g = 


1/(5 aa — 2a & + 566 + (a — 6))/(9a« + 14a6 -1- 966)) 

21/2 

]/(5aa — 2a6 -j- 566 + (6 — a)'}/(9aa + 14a6 + 966)) 
_ 


COEOLLAEIUM 2 

48. Ambae abscissae p ei q etiam hoc modo ad constructionem fortasse 
aptius exprimi possunt, ut sit 

6 1/(5 6 "p 3 (X — *|/(9 -1- 14 ft 6 “1“ 9 66)) 

2')/2(ft+6) 

6]/(66 + 3ft-|- ■j/(9ftft + 14ft6 + 966)) 

2)/2(a + i) 

COROLLARIUM 3 

49. Si ad puncta p q tangentes ducantur ad occursum axis CA, 
magnitude harum tangentium commode exprimitur. Eeperietur enim 


Tp 


y(9aa+ 14a6 + 966) — 3 a — b 


pro puncto autem q erit eadem tangens 


)/(9aft-j-14ft6 + 9 66) -f- 3ft + 6 
: _ 


COEOLLAEIUM 4 

50. Concipiatur tangens Tp (Fig. 8, p. 228) ad alterum usque axem GB 
continuata et concursus littera 0 notari eritque perniutatis literis a et 6 

Qp = fflft + 14ft6 + 9 66) + a-l-36 

ideoque Qp — Tp = a + 6. 

29 * 
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COEOLLAEIUM 5 


51. Solutio igitur huius problematis 
tricam reducitur: 

In qmdrante eUiptico AB (Pig. 8) 
lit ad ea ductis tangentihus Tp0, tq6, 


Be & 



ad hanc quaestionem mere geome- 

duo eiusmodi puncta p et q assignare, ita 
quoad axibus productis occmrant, sit pro 
utroque 

&p — Tp = CA + CB 
et 

tq — dq^CA+ CB, 

seu lit differentia partium utriusque tan- 
gentis aequalis sit semismimae axium 
principalium. 

Hoc problemate constructo puncta 
petq simul ita sunt comparata, ut arcus 
interceptus pq ad totum quadrantem 
AB rationem teneat subduplam. 


SCHOLION 

52. Demonstrato nunc theoremate solutoque problemate, quae in Actis 
Erud. Lips, extant proposita, antequam buic investigationi finem imponam, 
problema adhuc multo difficilius pertractabo, quo in ellipsi arcus assignari 
iubetur, qui totius perimetri ellipseos sit triens. Quoniam enim facillime 
arcus assignatur, qui totius perimetri sit semissis vel quadrans vel ope pro- 
blematis praecedentis etiam octans, baud parum notatu dignus videtur casus, 
quo triens postulatur, cuius solutio, etiamsi ob summam facilitatem, qua res 
de semissi et quadrante expeditur, non admodum difficilis videatur, tamen 
ad investigationes perquam prolixas et operosas deducitur, quas superare tentabo. 


PROBLEMA 7 

53. Datum ellipsis arcum Ah (Fig. 6, p. 221) ad alterum axem prindpalem 
in A ferminatum ita secare in dudbus punctis f et g, ut trivm partium Af, fg 
et gh binae quaevis quantitate geometrice assignabili discrepent. 
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SOLUTIO 

Ex punctis f, g, Ji ad rectam AB, quae ellipsin in A. tangit, demissis 
perpendiculis Tocentur abscissae AF=f, AG = g et AH=-li, quarum haec 
AS—Ji datur, illas vero duas f et g determinari oportet. Cum autem arcuum 
Af et fg differentia geometrica esse debeat, erit ex praecedentibus 


et 


2hhfy{hb-~ff){U- nff) 

— n F 


Af-fg = 


bh 


Deinde quia arcuum Af et gh differentia debet esse geometrica, erit per for- 
mulas superiores 


et 


bbh y(bb -ff) {bh- nff) - UfYilh - hh){bb - nhh) 
— nffhh 


Af— gh = 


nf^i 

bV 


Turn igitur quoque tertia differentia erit 

fg — gh= — /■). 


Quodsi iam ambo hi valores ipsius g inter se aequentur, obtinebitur aequatio 
inter f et h, per quam propterea abscissa f determinabitur, qua inventa 
porro abscissa g innotescit. 


COEOLLARIUM 1 

64. Aequatis autem duobus valoribus ipsius g eruetur 

(p^h - nf^h — 2&Y+ ^nfhh) ]/(66 — ff){bh — nff) 

= (&Y— np) y(hh — hh)(hh — nhh), 
quae sumtis utrinque quadratis ad duodecimum gradum ascendit. 

COEOLLARIUM 2 

55. Si sit h = h seu arcus Ah in B terminetur, habebitur ista aequatio 
resolvenda 

If — nhp — 2 &*/■-!- = 0 seu nP — 2nhp -\-'^b^f — 6* = 0. 
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PEOBLEMA 8 

56. In elUpsi armm pq (Fig. 9) assignare, qui sit tertia pars totius peri- 
metri ellipsis. 

SOLUTIO 

Positis semiaxibus GA = a, CB = h et brevitatis ergo n == divi- 

flatm- primo tota periplieria ellipsis ita in punctis f et g, ut partium ABf, 

9 ^A differentiae sint geometrice as- 
signabiles. Statuantur his punctis f et g 
abscissae respondentes AF==f Qi AG = — g, 
quatenus haec in plagam oppositam cadit. 
Problema igitur praecedens ad hunc casuin 
accommodabitur, si ob punctum li in A 
incidens ponatur Ji = 0 et ]/(& J — hJi) = -j-h 
quo facto habebimus 



„ = 2 bhfyihb-ff)(hh-nff) 

— - — et <7 = 
sicque erit AG = AF=f et ternae partes ellipsis ita different, ut sit 

fag-ABf=-^ et ABf-A^g^O. 

Cum autem sit g = ~f, erit 

2ibfy{bb - ff)(bb - nff) = - (&^ _ nf*)f, 
unde quadratis sumtis elicitur 

nnf—Qnb^f + 4 (^^ + l)h^ff— sb^ = 0 . 

Ad hanc aequationem resolvendam fingantur eius factores 
(wf + Pff A- Q){nf -Pff+B) = 0 

esseque oportet 

-Qnb^ = n{QAB)-PP, A 1)¥ = P{B- Q), 

ex quibus fit 

b 0 - 4(n + i) ;.^ 


■f, 
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unde valores ipsarum ^ et J? in postrema aequatione substituta praebent 
P® — + 48l^^^&®P® = l&nn[n + 

iibi commode evenit, ut subtrahendo utrinque cubus relinquatur, cuius 

radice extracta fiet 


PP — = 2l*'P'2nn(l — nf et P= && '|/(4« +2f^2»»(l 
Quo valore substitute reperietur 

-2b^(n— f^2nn(l — »)®) 




JR Q 


n 


JR-Q 

Deinde vero ipsa resolutio suppeditat 


2&^|/(4mm — 2w '^2 wm(1 — nf An*{l — w)*) 
n 


ff 


-P±T/ ( PP-4w<g) .. +P + T/(PP-4mP) 


2n -- I • 2n 

unde substitutis valoribus inventis obtinebitur 

— l/(4n + 21^2^^l^(l — nf) + V(8w — 21/'2nn(l — w/) 
-f 4l/(4w« — 2nf'2nn(l — nf -j- f^4w*(l — n)*), 

+ y'(4:n + 2f2nn(l — n)^) + V(8n — 2f2nn(l — nf) 
— 4l/(4nn — 2n'p'2nn{l — nf -f '|^4#(1 — nff, 


ex his autem quaternis valoribus alii locum habere nequeunt, nisi qui ff 
praebeant positivum et minus quam hh. 

Invento iam valore idoneo pro f pro punctis quaesitis p et g ponantur 
abscissae AP=p et AQ = q ac statuatur 

0 = &^(pp -\- qq — ff) — 2bbjpqV(hb — ff)(bb — nff) — nffppqq 


eritque 

hineque 

Supra autem habebamus 


Af—pq 


nfpq 

Tb 




nf 


fg-Af=^’^, Ag-Af=Q, 
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quae tres aequationes additae dant 

Quare ut arcus pq praecise sit triens totius peripheriae, necesse est, ut sit 

3pq-= — ff seu pq^ — j ff, 

unde fit 

pp + qq = /'/■— _ ff)(ph — nff) + 

hincque porro 

n ± = ff± j ff — — »/'/") + |{i- 

Fiet ergo 

q —p = + nf — %l)h ]/(6& — ff)(bh — nffj), 

Quia rectangulum pq = — yf/ est negativum, jiatet binarum abscissarurn p 
et q alteram esse positivam, alteram negativam. Cum autem singulis ab- 
scissis bina curvae puncta respondeant, utrum conveniat, ex valoribus 
V(hh — pp) et Vihl — q^, sive sint positivi sive negativi, dignoscitur. Eorum 
autem signa ita comparata esse oportet, ut satisfiat buic formulae 

-\/n.l _ V^V{^'b-ff){ll-pp)-MpV{^y-nff)ihl)-ni)p) 

y^ou qqj 

CASUS n = ^ 

57. Prae ceteris hie casus n = Y hb = 2aa est notatu dignus, quod 
hoc solo radicale cubicum rationale evadit. Erit scilicet 

f2nn(l-nf = ~ et P= 551/3; 

unde 


ideoque 


p+g = 0 et P— <? = 25V3 
et P = + &*>^3. 
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Cum iam sit 


ff=-P±V{FP—^Q) 

erit 

-g = _]/3 + y(3 4-2l/3) 


et ff= + P±-V{PP-2R), 
et /J = + 1/3 + 1/(3 -2 1/3). 


Horum quatuor valorum bini posteriores sunt imaginarii, piiorum vero solus 
positivus locum habet, ita ut sit 

/■/=&& (-1/3 + 1/(3 + 2 1/3)), 

quia Mnc ff <hh. Cum porro punctum /'supra axem ellipsis GB existat, erit 

y(bb -ff)=-bV{l-\-VB- 1/(3 + 21/3)) 
et 

V(bb - nff) = A -|/(2 + 1/3 - 1/(3 + 2 VB)), 

unde 

l/(& j - ff){bb - ^^f/) = ^ j/(8 + 5 1/3 - (3 + 2 1/3) 1/(3 + 2 VB)) 

sive 

V{hb - ff){bb — nff) = _ 1 && (1/(9 + 6 1/3) - 2 - 1/3) . 

Cum nunc sit 

ff=bb{V(B + 2VB)-yB), 

erit 

2pq-=- lbh (1/(3 + 2 y3) - yB) 
et 

PP + O'® = + — + l/(9 + 6 |/3))j 

ex quibus fit 

(q +py-jbb{+ 3 + VB-V{B + 21/3) -|1/(9 + 61/3)), 

-pT = (+ 3 - 1/3 + 1/(3 + 2 /3) - 1/(9 + 6/3)) 


et radicibus extractis 

9- +i? = j&l/(3 + /3)(6 - 2/(3 + 2/3)), 
^ __p = lb]/(3 - /3)(6 + 2/(3 + 2/3)). 

Leonhardi EuiiERi Opera omnia Iso Commentationes analyticae 
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Hinc in fractionibus decimalibus erit 


ff= 0,8104090 
V{lh — ff) = — 0,4354205 fc, 
2j?g = — 0,540272765, 
!Pp-\-qg_ = -\- 1,0214069 66, 
q+p=^ 0,69363836, 

p—q= 1,24967126, 


0,90022726, 
]/(66 - nff) = + 0,7712300 6, 
{q+pY= 0,481134266, 
(?— i>)®= 1,561679666, 

i?= 0,97165486, 

^ = — 0,27801656, 


quos valores pro p et q figura propemodum refert; atque ex formula 

l/(66 — pp) et 1/(66 — gg') 

involvente intelligitur punctum p infra axem punctum q vero supra 

eum capi debere. 



CONSIDERATIO FORMULARUM 
QUARIJM INTEGRATIO PER ARCUS 
SECTION UM CONIC ARUM ABSOLYI POTEST 


Oommentatio 273 indicis Enestroemiani 

Novi commentarii academiae scientiamm Petropolitanae 8 (1760/1), 1763, p. 129 — 149 

Summarum ibidem p. 21 — 23 


SUMMARIUM 

Quando integrationes algebraice perficere non licet, valores integralium per qiiadra- 
turas linearum cnrvarum vulgo exhiberi solent, dam scilicet linea ciirva assignatur, cuius 
area eundem valorem exprimat vel saltern eiusmodi quantitatem, ex qua is determinari possit. 
Inter huiusmodi quantitates, quae, dum limites Algebrae communis quasi transcendunt, 
Transcendentes appellantur, frequentissime occurrunt, quae a quadratura circuli et hyperbolae 
pendent, quorsum omnes formulas integrates nullam irrationalitatem involventes reduci posse 
constat, atque liae binae transcendentium species iam ita usu in Aiialysin sunt receptae, ut 
propemodum instar algebraicarum tractentur. Quae nimirum a quadratura circuli pendent, 
eae nunc quidem per calculum angulorum felicissime expediuntur, quemadmodum eae, quae 
a quadratura hyperbolae pendent, logarithmis comprehendi solent, quorum calculus nunc 
fere inter elementa refertur. Quodsi vero quadraturis magis complicatis opus est, evolutio 
multo maioribus difficultatibus est obnoxia. Etsi enim descriptio linearum curvarum con- 
ceditur, tamen in praxi nimis est molestum areas iis inclusas satis exacte dimetiri. Quam 
ob causam iam pridem geometrae in hoc elaboraverunt, ut loco quadraturarum potius recti- 
ficationes curvarum in hunc usum traducerent; quia, statim ac linea curva accurate fuerit 
descripta, longitudinem cuiusque arcus sine ullo apparatu ope fili dimetiri licet, in quo 
negotio olim Hermannus^) immortalem gloriam est assecutus, dum problema ab aliis pro 

1) Iac. Hermann, Solutio propria duorum protlemaium geometricorum in Actis JElrudit 1719 
Mens. Aug. a se proposifonm, Acta erud. 1723, p. 171. A. K. 
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129 


desperato habitiim summa sagacitate resolvit et pro cuinscunqne cnrvae qnadratura lineas 
ciirvas adeo algebraicas invenire docuit, quamm rectificatione idem praestari queat. Cum 
igitur nullum sit dubium, quin buiusmodi constructiones eo sint elegantiores, quo facilius 
curvae, quarum rectificatio adbibetur, describi queant, in hoc negotio sectionibus conicis, 
Ellipsi scilicet et Hyperbolae, merito primae partes sunt tribuendae; et cum plerumque 
difficillimum sit indolem earum formularum integralium perspicere, quarum valores per arcus 
sive ellipticos sive hyperbolicos exprimere liceat, Auctor hie singular! methodo praecipuas 
formulas integrales investigat, quae hoc modo constructionem admittunt. Celeb. Alembertus 
quidem hoc idem argumentum iam pridem in Actis Acad. Reg. Prussicae pertractavit, 
Euleri vero methodus plane nova, qua arcus sectionum conicarum aliarumque curvarum inter 
se comparare docuit, in hac investigatione eximiam praestitit utilitatem, ut hoc negotium 
multo uberius confecisse videatur. Plurimae autem transformationes, quibus Auctor in hac 
ardua evolutione utitur, in Analysi hand spernendam utilitatem habere possunt. Interim laudi 
ac dignitati huiusmodi investigationum nihil detrahetur, si observaverimus nunc quidem in 
calculi applicatione ad praxin neque curvarum quadraturam neque rectificationem magnopere 
desiderari, cum omnia multo facilius et accuratius per methodos appropinquandi expediri 
queant. 


LEMMATA^ 

posito a; = V(Ji + • 


II 


■f. 






y(f+ g0s)(h + Jc0s) ’’ gh—fh+hxx 

posito x = V(f gzn) et y =V{h + 


yy — h 
flc—gh-^-gyy 


1) I. d’Alembert, Bccherchcs stir le calcul integral. Seconde par tie: Des differ enUelles gui 
se rapportent d la rectification de V ellipse ou de Vligperhole^ Mem. de I’acad. d. sc. de Berlin, 

(1746), 1748, p. 200; Suite des rechercJies sur le calcul integral, Mem de Pacad. d. sc. de 
Berlin, 4 (1748), 1750, p. 249. A. K. 

2) Demonstrationes lemmatum et theorematum sequentium reperiuntur in Commentatione 
295 (indicis Enestroemiani), quae sine dubio est hac prior; vide p. 256. A. K. 
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III 

■ J (Ji + lc 00 )i 


I fi^yi ±(f’‘-!i S££ _ 1 Py i/thM; 

Ic^ ^ 1-hxx h-’ ^ 1 - 


+ {g'i'^—f'k)yy 


hytj 


posito X 


et y 


yQtf-yhsz) YQi + Tcss) 


IV 


f ^■^'VQ>' + 'kss) _ _ ^ -, / l + {gl—fk)xx ^ 1 r, l/^± 0 

(f+g00)i g'^ ' 1—fxx ^ 1 


(fh—g}i)yy 


posito X 


V(f+ 9 ^^) 


-fxx 

et y 


-gyy 


Vif+ 9 ^^) 


v 


•/, 


dz 


(/■+ gzzyi YQi + h^s) f 


_1 fe-l/ 

/ ^ 7 ?. - 4 - Z' /*Z 7 . 0 ^ :37 '/ Z-! — / 77 y, ' / '?/ 2 / — 


posito a? ^ 


VI. 


/; 




Qi + ]/(/’+ 9 ^^) 




h + (fk — gh) XX flc —-gh^ 

I 1 /li -\~ kzz 

et y=y- 


f+ 9 ^^ 


1 — kxx 


f + (gh — fk) XX gh — fk 




'g — 'ky y 
hyy — f 


posito X 


et y-yf±Sii. 

yQi + Ttzs) ’ Ji + liss 


VII. f~ 
J (f 


zzdz 


{(-{■gzzyyQi^hzz) 

posito X 


y(f+ 9 ^y) 

VIII. f ^fixV 

^ Qi + kzz)^y(f+ gzz) k^ ^ < 


1 rdx-y/- - - - -i - fei/teA 

r k (g}i—.fk)xx fh — gh^ ^ k—gyy 
et y 


k -H {yk — fk)xx fk — gh ' 
-^h-{- 7 czz 


f+gzz 


9 + {fh 


posito X = 7 et y 

^ y{Ji+kzz) 


l—hxx 1 ^/hyy — f 


XX gh — fk' 


9 -kyy 




-\-kzz 


THEOREMATA 

J r h + kzz kJ y XX — h 

posito x = y(h -\- kzz). 
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posito ^-yg£-i- 




' l—Jixx 

g ->f(fh—gh)xx 




j K ~ k f+ge 0 ^ k h + {fk-gk)xx 


posito X 


'V{f+9^^) 


/‘*^yS£=^yr+f^+T/‘*^yf 


— gxx 

f XX — 


posito x='Y[ 


f+g^0' 




hJ Y gh 

posito a; ==')/(/' + g^d) . 


f'“ A +f" = yp 

posito x=V(h -\- hss). 

™- /‘*^ySi« - ^ysis + -P+ «’ 

p rj^-i/g + (fk—9d)xx fk—gh p. l/f±(it~f3yi 

^ gk ~j y 1 - ^"'^y 1 - 7:2/2/ 

posito et 




-/r^j^T/fzAa 

— fk)xx gJ y kyy—f 


J y 7+(>7r-7%^ - gj y 

posito s: —-4--- et 

^ ' h-\-k00 
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ubi 


ubi 


ubi 


ubi 


gh-fk ri -\/ gii-fk yy-'h 

J y ah-fk + kxx hi J ^Vfl-ah + i 


atque 


Q = 


gh J y gh~~fh-\-'kxx h'k J y flo-gh-]- gyy 

posito cc = 'V{f gsz) et y = y(}i -\-Tisz) 


gh 

posito X 


1 —hxx 

f+{gh—fl)xx g 


aJ'^y hijy-f 


et y^-\/t±l^. 

yQh + lcs^) ^ h + ]csi0 


p + ^ fl-gh -./ f+(gh — fl)ijy 

gl J y 1 — hxx gh J y 1 — lyy 


posito X 


y{h+lzz) 


et y 


y (h Izz'^ 




h + h^^ 


f-Ygzz 


atque 


gh J y gh — fk + lxx hk J Y fk—gh + gyy 

posito x==y{f gzz) et y = y(h -Ylizz) 


Q 


fifk-gh ) 
gh 

posito X 




l~fxx 


h'\'{g}i’-‘flz)xx h 




yy — h 


-yyy 


yif+gzz) 


et 2/ = ]/■ 


% -Ykzz 

f+gsu 




h + lcz^ 




h-\-]c00 Jc 

p = f(yk — fk) -^/ k + {gh—fk)xx ^ fk—gh n, -y/ h + {fk-gh )yy 

ghk J y 1 — fxx hk J " ' i — gyy 


posito X’ 


y{f+gzz) 


et !/ = ')/■ 


f+gz0 
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atque 


ubi 


Q=- 


(jh 


'fd.y. 


1 —fxx 


-f 


h + (p7i — fli)xx h 


'fi'jVi: 


yy — h 


■yyy 


posito !»== — 


et y 


-i/Ti-ylcss 


Yif-ygss) 


f+g^z 




ghh 


■ Cdx V''" ^ fk — g' h -i / h +{flc- gh) yy 
J ' 1 — fxx hh J y 1 — pyy 


yyy 


posito X = - 


V(f+y^^) 


et 2 /== 


V{f+g00) 


THEORBMA SINGULARS 0 

^ y h+jc00 yp Vh+ixx 

%iU p denotat constantem arhitmriam, posita inter x ct z hac relatione 

gkxxzz — pxx — pzz — 2xzY{p + fk){p + gli) + f A = 0 
sive 

X = ~^Y(p+ f k) (p + yk) + Y p if + y^^) +kz0) _ 

p — gk00 


HYPOTHESIS 

Haec scrihendi formula II x [a] denotet sectionis conicae, cuius semiparameter 
— 1 et semiaxis transversus = a, arcum a vertice sumtum, aui in axe transverse 
conveniat abscissa — x. 

COEOLLARIUM 

Si a sit quantitas positiva, hoc modo designatur arcus ellipsis, sin 
negativa, arcus hyperbolae, si modo x fuerit quantitas positiva et minor 
quam 2 a. 


l) Confer Commentationes 261 et 264 (indicis Enbsteoemiani); vide p. 153 et 201. A. K. 
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INTEGEATIONES FORMULAE IN 12 CASUS DISTRIBUTAE 

Casus I 

Integi’ale est immediate 

G- /A+ t j - B . - fi _ r 1 

iVfh -^-^fh + ahK ^ hJlf 


Lf]c + ghJ 


vel etiam per theor. I 


Q I f__ JJ f^ + gh- y{h—lcss) \ rA + 5'^' 

Yifh + gh)-^-^ flc V Yh ) I flc . 

Casus II existente fJc>gh 

Integrale est immediate 

jj -A . h _ r_a 1 

hYfk ^-^fk-gJiK ^ }i)lflc-gli] 

vel etiam per theor. I 

Q I f_ { 1 Jcss') \ flc gh 

A ^ Yh / L fJc . ■ 

Casus III J'dsY —^^Yz existente fh<gh 
Integrale est immediate 

c+oA-/Ajj_fJ^U-yi_ OrJI^Al. 

hYfh gh — f]c\ ' h /Lgh — fhj 

Casus IV existente fk<gh 

Integrale est per theor. I 

f -ngh — fh fYQ>'-fkez) ^^^f—gh + flc 
V ^/h ) 


Q \ i JJt 

Yigh-fhy-^ fh V Yh 
Casus V 

Integrale est per theor. Ill 


fh 


GYz-y- 


f+g^^ f JJ fk + gh _ Y(fk+gh) \ f fh + gh 


h + Jc0g Yifk+gh)'^'^ fh ( Yg(h + h00) 
Leonhardi Euleri Opera omnia 1 20 Commentationes analyticae 
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vel etiam per theor. 11 

(7 + -\ /-f+9^^ , fk + gli jj f l _ y'k{—f+ gzz)\ flo 
^ 7j + 7c^5 hyfh -‘-■^fh+glA yglji + lcz}) 

Casus VI J ' existente fk>g}i 
Integrale est per theor. Ill 

(7+ I jjftzlAfi y(fArJ^y\ r n^- gJi~ 

' —Ji + lcsg y{fTc—gh)'^ fh \ y(7(— 7 j + /c5^;)/ L fh - 

vel etiam per theor. II 

Q I. f^ —9k JJ fh A _ yi{ -f+gzd)\ f ^ A _ 

' —h+lizs IcYflt flc—gh\ yg{—}i + Jcz 0 yi-fJc — gh- 

Casus Vn ®^istente fkcgh 

Integrale est per theor. Ill 

(7 ^ gk — fk JJ fh _ ^ yfQi — kes) r —fh "I 

k^ f-gsz kyjk gk-flXykif-gzz) JLgh-fk-’ 

Casus VIII f existente fk<gh 

Integrale est per theor. II 

(7 4- ^l/ f 9^^ A jj 9k f k/yjgh flc) —gl),-\-fk~\ 

' h — keg yigk — fk) fk \yg(h—kgg) /L fk J 

vel etiam per theor. V 

(7 _ £f l / k — kgg f^ _ rj 9 k — fk k±y{gk — fk) _ ^ \ P- 5- ^ + fk~ 

k^-f+ggg y(gh-fk)-^J- }jc \yh(-f+g7g) Ji fk ■ 


Casus IX existente fk>gh 

Integrale est per theor. X 


Q ifk 9k)^ -i/f ggg fk gk jjfk/^ ^Vk \ 

gk ^ -h + kgg k yfk~ ~gh \ ~ y(h+k^) 

4 - f jj fk-gk (yif+ g^£)__-,\ r-yfk +j[kn 

Yifk-gh)^-^ gk V Yf VL ~gh J 
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vel etiam per theor. XIII 

O — -i/ h + hzz fk - gh ^ A A _ Vf ^ Vf]£ 

Ilk ' f+gss kYfk gh\ Y {f g g sy ^h- 

4. f r — A + g'^~] ’■) 

y{fh-gl)J-J- gh \ Yf Jl gh A 

Casus X ©^istente flc>gh 

Integrale est per theor. IX 

]/ f— 9 ^^ _l_ - 9 h jjfk/^_ Yk{f—gzs )\ r f 7 U 

gh ^ —h-{-hss kYfk gh\ Y{f^^ — 9h)y\-gh- 

f jj f^—9 ^ / 0 Y(f^—9f^) _ r -A+ff/r 

Y(fk—gh) gh ^]/f{—h-\-hs2) /L gh 

vel etiam per theor. XI 

C — + A — g'h jjfk A _ YKf—9^^) \ Vfjf 

h ' f — gs!s kYfk gh\ Y{f 1 ^~ 9 ^) ^ 9 ^''- 

_j t rr fk- g'h / Yifk—g'h) _ r -fk + g h- 

Yifk — ghy gh ^YKf— 9 ^^) 9 ^^ 


Casus XI 

Integrale est per theor. XI 

Q—tl. l/zA+i;,!.^ _l t jj f^A-gh a _ ')/(/' 7 c+ff 7 t) \r f 7 c+ff/r 

^ ^ fArgss Yif^ + gh)'^ gh \ Y^(f+ 9 ^^y^ 9 ^ - 

_L rffJl CVKf+g^s) _ A [nfjf] 

k Yfk gh \ ]/(/- 7 e -ygh) )\- gh A 

vel etiam per theor. XII 

Cj-^A i/zAtAf _j_ — t rjfJlAJlA (\ yMtAlEY] \(]aYj]a 

k ' f+gzs Yif^A-gh) gh \ y 7 c(/'+^^«)/ L gh - 

_i_ A gh jjfk / Yf _ r — . 

kYfk ^ gh^Y(fA- 9 ^^) gh A 


1) Editio princeps: 


( VQi + kzz) \ 

fk + gh 

\ Yh / 

gh 


Correxit A. K. 


31 * 
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i^—gez 


Casus XII 
Integrale est per theor. XIH 


C— 4- 

hlc ^ ^ 


f—gss yifk + gli) 


w 


fh + gh/^ V{f-gse)\[fl + g}i 


gh 




Vf 




gh J 


+ 


fh-\-gh rrfh/ Yf 


!)[: 

^ ah\]/(f — azz') /- 


■fh- 


hYfTc gh\y(f-ggz) 


gh J 


Omnes ergo casus formulae 


fdxy\ 


a-\-^ss 
y + dzz’ 


quomodocunque litterae a, j3, y, d fuerint comparatae, per arcus sectionum 
cordcarum integrari possunt. 

Non solum igitur formulae initio commemoratae integrationem per arcus 
sectionum conicarum admittunt, sed etiam innumerabiles aliae, quae per sub- 
stitutionem ad formam 

J^’^Yy^dxX 

se reduci patiuntur, cuiusmodi sunt 

J zs y h+Tczs J y hxx+k hJ y yy — K 


h+hzz 

posito X ■■ 


hxx-\-h 
i et ^ 

Z ^ Z ’ 




dz 


]/(/’+ g00)(h'i- 


l/fo]/: 


XX --g 


f 


hxX’yfk—gh 


fivV: 


yy-To 


fyy — fh + gh 


posito et 




dz 


y(f+gzz)(h + hzz) fk — gh 


1- rd^i/a£££ — 2_ 

— nhd y h + kzz fh—gh^ ' 


h + Tizz 
f+gzz ' 


cuius formulae reductio etiam ita instituitur 


I, 


dz 


f 


yif-\-gzz'){h-\-kzz') fk—gh 


fdxY 


Tc — gxx 
fxx—h ‘ fh’-^h 


+ ■ 




'xx — h 


Tc—gxx 


posito *-ypj.— 
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vel etiam sic 

// 


ds 


y(f-\-gsz)Qi-\-'kgz) 
posito X 




1 —gxx 


+ (flc—gh)xx 


-fi,y 


-fyy 


li + (gJi — fJo)yy 


y(f+ggs) 


et y 


yif+gss) 


Ponamus ss ==v atque obtinebimus sequentes formulas, quae pariter per 
arcus sectionum conicarum coustrui poterunt 


J yvih-^Tiv) 
j J' dvyv 


2 ]/(/'+ 

V l/v 


y(f‘+gv)(h + 'kv) 


S i/t) 


yv{}i-\-hv) 

dv 


5 

^ Qh^'kvf^y'o 

- 1 -, 


(f+gv)iyv(Ji + ]cv) 


B. T-- 

V VV 

Kf. 


yv(f-^gv){h-^l!,v) 
dv 


yv{f-\-gv)(h-\-'kv) 
dv yv 


(f+gvyy(k+jsv)’ 


hae enim vicissim posito v ==■ zs ad formas praecedentes reducuntur. 

Hinc patet istam formulam satis late patentem ad arcus sectionum coni- 
carum reduci posse 

r (A-\-Bu)du 
J ■)/(a-f /3M)(y-l-^M)(£-|-gM)’ 

quae imprimis notari meretur. Ponatnr enim a-\- ^u = v, ut sit « = 
baecque formula transmutabitur in banc 


f M 

J &yv(By — 


dv{A^ — 


/3)/u(/3y — ad-f-^v)(/3e — «g-f ft))’ 
quae ad binas formulas sub no. 3 et 4 allatas revocatur. Quare si 

cc — }“ ^x yxx “f" 

babeat tres factores reales, baec formula 

C dx{A-\-Bx) 

J y{tt + ^x + yxx + Sa^) 


modo exposito integrari poterit; semper autem unum factorem certe babet 
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realero. Sin autem bini sint imaginarii, formula a -j- yxx ita 
referri potest y{pp qqyy) existente ut definiendum sit 

integrate barum formularum 


I: 


Cdy 




DdyYy 


Ponatur 


Vy{pp + 2npqy-+qqyy) ViPP + ^npqy + qqyy) 

V(PP + 2npqy + qqyy) =p + qyz 


fietque y = substitutione prior formula abit in 

(7j/2 r d0 

Ypq J y{e — n){l-^s){l+ 2 ) 


construibilem, posterior vero in banc 


cum vero sit 


/ 


d0'\/{z—n) 
(1 — 


2D]/2p P d^y^j^ — n) ^ 

iVi J (1-2^)^' 

0 y (2 — n) 1 r 0 ds 

y(l — 00) ^ J 'y(£i — n)(l—£i)(l -i-e)’ 


etiam baec per superiora construi potest. Sicque in genere babetur constructio 
buius formulae 


A 


dx(A Bx) 


y {«■-{■ ^x + yxx + dx^ 


PROBLEMA 1 

Integratimem huius formulae 

dx 


^ Via- 


■|/(o + &a: + cxx + dx^ + ex^) 
per arcus sectionum conicarum perficere. 


SOLUTIO 

Quantitatem a -\-l)x-y cxx + dx^ + ex^ semper in duos factores trino- 
miales reales resolvere licet, qui sint (a + 2/3® + p/tcic) et (d -y 2ex + ^xx), 
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ita ut habeatur baec formula integranda 

I- 


Ponatur 


y{a ■i-2px-i-yxx}(S-l-2sx + 
d ”1” “b = (cc “|— 2^ir —b y ^ 
ut formula proposita fiat 

h 


dx 


posito 


(a 4- 2/3 a; + yxx) l/y 
At aequatio assumta per radicis extractionem praebet 

£ + — /3y — yxy = 'Vij^yy -\-g.y + r) 

p = — ay, q==a^ — 2/3£ + /d et r = ss — d^. 

Turn vero eadem differentiata dat 

dx(6 + ^x — l3y — yxy) = jdy(a + 2^x yxx) 
dx 


seu 


cc + 2^x+yxx E + ^x — ^y — yxy 

Quare si pro boc postremo denominators valorem irrationalem modo inventum 
substituamus, formula proposita abit in banc 


/: 


^dy 


Vy(j>yy + ay+ry 


cuius integratio per arcus sectionum conicarum supra est ostensa. 
Hie igitur nascitur quaestio, quid tenendum sit de bac formula 

dx(A + £x + Cxx) 


S '[/(a 


y(ci + &a: + cxx + dx^ + eaf) 

Evidens priiTu est non necesse esse, ut numerator! altiores potestates ipsius 
X tribuantur; quam etiam Cel. d’Alembert^) fatetur se in genere ad recti- 
ficationem sectionum conicarum perducere non posse. Considerat quidem in 


1) Vide notam 1 p. 236. 


A. K. 
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Yol. IV Mem. Acad. E. Berol. pag. 254 casum, quo 
ita ut formula sit 




ixYn 


■)/(&+ Gx + dx^ + ex^y 


A = 0, 


C=0 et a = 0, 


conaturque ostendere (p. 257) eius integrationem casu dd = 4ce per arcus 
sectiomim cordcarum absolvi posse; verum metbodus, qua utitur, negotium 
minime couficere videtur, uti rem accuratius perpendenti mox patebit. Trans- 
formationes autem, quas deinceps tradit, casus nonnunquam hoc modo tracta- 
biles suppeditant. Quocirca haec inyestigatio, uti est difficillima, merito omni 
attentione digna est censenda, unde etiam mea tentamina super bac quae- 
stione proposuisse iuvabit. 


PEOBLEMA 2 

Investigare ccmditiones, suh quibus integrationem Jiuius formulae 

r + + 

J + 2$)^ + @) 

ad Jianc simpliciorem 

rdx(P+ Qx + Bxx) 

J 'f/(Ax^ - 4 - Cxx + P) 

reducere liceat. 

SOLTJTIO 

Statuatur inter variabiles x y tabs relatio 

axxyy + 2xy(^x + yy) -f 8xx + syy + 2'Qxy + + 2dy + z = 0, 

cuius coefficientes ita determinentur, ut sit 

— y8 — 0, (^6 — yx — eg = 0, 

yy — as = k., yX, — ad — (ds = ‘i&, 

Tjr] — 8x =- (S, — /?;c — ® 

et 

XX-h^yV — ax — 8e — 4/?^=®, 
bincque erit pro denominatore transformatae 


A = ^^ — ad, E=^6d — sx 
et 

G==XX-\- 2 /?^ — ax — 8s — ^yy. 
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Cum autem novem habeantur litterae a, y, d, s, jj, 6, x, his septem 
conditionibus praescriptis utique satisfieri poterit relinqueturque adhuc una 
arbitrio nostro determinanda. Si iam brevitatis gratia ponamus 

2351/^ "t" "b 2S)^ -j- @ = y ot uAx*' Cxx -f- E = E, 

resolutio aequationis assumtae praebet 

axyy +2^xy -{■ Sx-\- yyy -\-^y y^VY, 

axxy + '2yxy + e?/ + ^xx + + <9 =yx 

eiusque differentiatio ducit ad hanc aequationem 

dy , dx 

yy^yx ' 

Ponamus ergo 

r + + = Y^ rdx{P + Qx+Bxx) 

J y(ni/ + mi/+(iy”-Y2^y+i) j y{Ax^^Cx^YE) 

ac sit V tabs functio algebraica 

F= mx + ny -\-pxy + ~ qxx + y ryy + txyy. 


Hinc sumtis differentialibus terminisque homogeneis seorsim aequatis reperien- 
tur sequentes determinationes 


m ■■ 


§JSt 


n ■' 


yJR 

YsT’ 


P 


cefft 

It'’ 


0 , 


0 et t = 0, 


praeterea vero haec determinatio accedit, ut sit StCl = 3591. Deinde vero fit 


P==^ + 


(^0 — 

_____ ^ 


^ = 0 et 


P = 


.431 

31 


Defitnitis ergo coefficientibus a, /?, y, S, e, rj, 6, x, quibus constat relatio 
inter x et y, ex iis innotescunt quantitates A, G, E, quibus inventis, si fuerit 
StO = 359fi, erit 




Si 

Const. + -^(pco + yy + axy) 

=) 


y{%y^ + 2 + 2 ® 2/ + ®) 


-S' 


a ^ S( 


y{Ax^ + Ox^ + E) 

Leonhardi Euleei Opera omziia 1 20 Commentationes analyticae 
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Dummodo ergo fuerit O 
ad hanc simpliciorem 




3t ’ 


formulae propositae integratio reducta est 


A 


dx(P + Bxx) 


ViAx^+Cx^+E) 


COEOLLAEIUM 1 

Determinatio coefficientium a, /3, y etc. commodissime hoc modo in- 
stituetur. Primo quaeratur valoi' ipsius s ex hac aequatione 

S335-®S)ss 2St®-233es 

quae cum sit cubica, certe valorem realem pro s suggerit; quo invento sumta- 
que ad arbitrium quantitate t sit brevitatis gratia = u, turn autem 

valores omnium 9 coefficientium ita se habebunt 

^ ^ ' s($ — uu)(SB — ®s) ’ 

5^ u 

^ 2m' ^ 2t{s — uu) ’ 

= _L A = M 
^ 2m’ 2s#(s — mm)' 

« = y ^(4StM — 358s + 3)ss), X = -^i(4(SsM + S — 3®s). 


COEOLLAEIUM 2 

Alio adhuc modo idem praestari potest. Extracto scilicet ut ante valore 
s ex hac aequatione 

{Y_58a5-®®ss 221®-2S8@s 

^ '3t-®ss 58-®s 

positoque brevitatis gratia = u Qt sumto t pro arbitrio erit 


1) Iditio priBCeps: f = 

^ JT jr o f ^ 


Correxit A. K. 
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a 


1 

4:tU^ 


/»-o, 


's(S + ®s) 


tl 




4 :tsu’ 


, = ^(42t^^-93s-®ss), ^ = ^ = 

^ s z • tis 

6 = 2tu(^ — S)s)^), z==i{(33 + SDs — 4@stt), 


COROLLAKIUM 3 

Si fuerit 21 : (S = 3393 : aequatio cubica valori s defiiniendo fit inepta. 

Hoc autem incoHLmodum facile tollitur transformanda formula differentiali per 
positionem y = y + a] qua etiam forma numeratoris non turbatur. 


SCHOLION 


Posito 91 = w2l et Cl = m 93 integratio buius formulae 



dy{‘^ + n^8y + n^yy) 

1/(21 + 2 %» + ® 2 /^ + 2 % + ($) 


semper reduci potest ad integrationem talis 


A 


dx(P + Bxx) 


y{Aa^ + Cxx + E) ’ 


quae, si denomiuator Gxx + jEJ in huiusmodi duos factores reales 

{f gxo/^Qi se resolvi patitur, per rectificationem sectionum conicarum 

conficitur; at si talis resolutio non succedit, sequenti artificio negotium ab- 
solvi poterit. 


Si in formula 


PROBLEMA 3 


A 


dx{E -\-B,xoA 


y{AA + C3? + E) 


quantitas Ax^ Gx^ A- ^ w factores reales huiusmodi {f A- gxo(^{h A~ resolvi 
nequeat, earn in aliam transforma/re, qme fer arcus sectionum conicarum certo 
integrari queat. 


l) Editio prineeps: d— 2 tu. 


Correxit A. K. 
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SOLUTIO 

Inducatur alia variabilis z, cuius relatio ad x bac aequatione exprimatur 

AJExxz^ — ixxzzVAJE — AEzz + 2yAE — C=0, 

ubi YAE erit utique quantitas realis, si quidem Ax* + Cxx + E non habeat 
factores binomios reales. Hinc autem flet 


A 


dx{P + Mxx) 


Y{AA+Cx^ + E) 

dz(p 


Const. + 


Rx 2RYE 

Ya 


xzz 


'■I 


EVE 2EB 
' J/A A 




) 


y[lEA + {G-&Y^E)zzA^A-^^') ’ 


in qua nova formula quantitas in denominatore contenta certe in duos factores 
binomios reales est resolubilis, cum sit 

((/- 6 YAEJ > 1Qe{2A — , 

propterea quod bine sequitur 


GG+4:GYAE + 4AE=(C+2YAEy>0. 


ALITBR 

Habeat nova variabilis z a.d. x talem relationem 


2Exxz * — Cxxzz -f XX — 2Ezz = 0 


eritque 


r dx(i 
J '\/(AoA 


8E 

dx{P + Rxx) CR 


2RYe 

X 7 — xzz 


Y{AA-{- Cxx E) 2AYE a 
dz{P 




2A 


') 


y{^EA—2 Czz- 


CC — iA 




^ ’ 


cuius denominator pariter certe in factores reales binomios est resolubilis. 



147—148] PER ARCUS SECTIONUM CONIOARUM ABSOLVI POTEST 253 


CONCLUSIO 

His demonstratis manifestum est h.anc forraulam 

semper per arcus sectionum conicarum construi posse. Cum igitur deno- 
minator semper in duos factores trinomiales reales resolvi possit, haec formula 
ita exhiberi potest 

/ * dy{^-{-n{ccs->t-(iS)y-\-na8yy) 

'V{ayy + ‘i^y + Y)i.^yy + '^^y + t)' 

cuius ergo eadem datur constructio. Porro augendo vel diminuendo y quanti- 
tate constante formula nostra etiam ita repraesentari potest 

r dy{M+Nyy) 

J y{Ay^ -t- Cyy + 2Dy -[- E) 

In bis autem fere omnes casus, quos quidem per rectificationem sectionum coni- 
carum integrare licet, contineri videntur. Sed in medium afferamus adbuc 
aliam reductionem. 


PROBLBMA 4 


Investigare conditiones, suib quibus integrationem Jiuius formulae 


I 




ad Tianc simpliciorem 


perducere liceat. 


1/(91/ -f 2 93/ -h ®yy + 2®y + @) 

P dx{P+Qx + Bxx) 

J y(2JBx^-{- Cx^ + 2l)x) 


SOLITTIO 

Statuatur inter variabiles x et y tabs relatio 


axxyy 2xy{^x -f- yy) -j- (^xx -f syy -f- 2^xy + 27}X -f- 26y -f- )c = 0, 



254 


CONSIDEEATIO FORMULARUM QUARUM INTEGRATIO 


[148—149 


cuius coefficientes ita determineutur, ut sit 


atque 


66 — BX =0, riT] — dx=^, — ^x — = 2) 


+ ^yv — — 4^6 = K, 

quem in finem definiatur primo jp ex hac aequatione cubica 

p"-j ^pp - (St® - 952))p + |-(©ste = o. 

Deinde pro lubitu sumto numero m definiatur q ex hac aequatione quadratica 
qq — q(%m — ^) + (m® —p)(mp — S() = 0, 
quo facto, si denuo numerus arbitrarius accipiatur n, erit 




a 


n(jn®—p) 


y(2mp — ST — mm^y 
nq 


et 


y (2mp ^ — 7nm(By 

J = n(m(S—py 

g' ]/(2 mp — S( ~ mm ®) ^ 

]/(2mjp — 31 — mm @) ^ 


0 = 


X = 


6 — 


mp — ! 


ny(2mp — % — mm(£) ^ 

g 

ny(2mp — 81 — mm(S) ^ 

(mp ~ 


nqy(2mp — 8l — mm@) ^ 

T/(pp-2t(£) 

'}/(2wp — St — mm^y 




Quibus inventis erit 


® {mp — St) — 35 (m @ — p) 
y{pp — St @)(2 »wjp — St — mm^) 


et 

Ponatur iam 

/ 


B = — <xrj — yd, J) = ^6 — yy, — 

C'=C?+2/?^ — ax — de — Ayr]. 


dy{^-^^y-\-Uyy) 


y{%y^ + 2 S3t/» + (£«/" + 2 2)y + @) 

• dx{P-{-{ 

t/(2J?a:»+C«H2Da:) 


Const. + wio; -)- ny -\-pxy 


J' dx{P + Qx + Hxx) 
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atque reperitur ut ante 


deinde 


m ■■ 


21 ’ 


n ■■ 


ym 

% 


et p = 




et B = 0. 


"‘Necesse autem 
reductio novos 
in hanc 


est, ut in formula proposita sit StC = SS91, neque ergo haec 
casus suppeditat. At posito x = zs formula transformata abit 


’■A 


dz(P+ Qzz) 


y(2Bz^+Cz^ + 2Dy 


quae reductio saepe facilius succedit quam praecedens. 



DE REDUCTIONE FORMULAEUM INTEGRALIUM 
AD RECTIFICATIONEM ELLIPSIS AC HYPERBOLAE 

Commentatio 296 indicis Enestroemiani 

NoYi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 10 (1764), 1766, p. 3 — 50 

Summarium ibidem p. 5 — 9 


SUMMARnJM 

Quae quantitates numeris neque integris neque fractis neque etiam surdis vel irratio- 
nalibus exbiberi possunt, transcendentes vocari solent, quaruin ergo valores non aliter nisi 
proxinie per numeros exprimere licet. Dari autem buiusmodi quantitates certissimum est, 
etiamsi ratio ob infinitudinem, quae eas excludere videtur, a plerisque minus distincte per- 
spiciatur; id quod exemplo notissimo peripberiae circuli, cuius diameter unitate indicetur, 
eyidenter declarari potest. Nullum enim est dubium, quin quantitas buius peripberiae 
valorem babeat oninino determinatum, quern adeo primo intuitu constat intra limites 3 et 
4 contineri. Verum intra bos limites innumerabiles constitui possunt fractiones ratione 
denominatorum discrepantes, cuiusmodi simpliciores sunt 

3^, 3f, 3^, 31, 3f, 3|, etc. 

et generatim in bac forma 3— ^ - comprebenduntur; ubi cum tarn pro m quam pro n 
omnes plane numeros substitui liceat, nulla tamen buiusmodi formula veram peripberiae 
quantitatem praebet, sed quaecunque assumatur, semper a veritate recedit, etiamsi error 
continue minor reddi possit. Deinde quantitates etiam surdas introducendo multitude nu- 
merorum intra limites 3 et 4 contentorum ulterius in infinitum augetur, qui adeo omnes 
ab iis, qui in formula 3— ” - continentur, discrepant, neque tamen etiam in bis ullus re- 
peritur, qui circuli peripberiam exacte dimetiatur; quamobrem eius quantitas merito pro 
transcendente babetur. Quod idem multo magis de omnibus circuli arcubus est intelli- 
gendum, ita ut, quicunque capiatur sinus in circulo, arcus ipsi respondens semper sit quan- 
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titas transcendens sicqiie solus circulus infinitam quantitatum transcendentium multitudinem 
suppeditet. Delude vero etiam logaritliini ad classem numeromm traiisceudentium simt 
refereudi, qui adeo ab illis, qui ex circulo uascuutur, prorsus sunt diversi. lam nemo non 
videt, si praeter fractiones et quantitates transcendentes ex circulo et logarithmis ortae in 
subsidiiim Yocentur, turn inter biiios quosvis niimeros multitudinem nunierorum mediorum 
miilto magis in imnieiisum augeri; ex quo maxime mirum videbitur ne boc quideni mo do 
intervalla inter binos numeros integros ita niimeris mediis expleri^ ut iis omnes plane quanti- 
tates intra eosdem terminos 'contentae exprimi queant. Quin potius praeterea innuinera- 
bilia alia quantitatum transcendentium genera, tarn inter se quam ab illis ex circulo et loga- 
ritbmis natis maxime discrepantia, agnosci oportet; inter quae potissimum notari merentur 
ea, quae ex rectificatione ellipsium et byperbolarum originem ducunt, propterea quod hae 
curvae post circulum sunt notissimae et facillime describuntur. Quomodocunque autem tarn 
in ellipsi quam hyperbola arcus rescindantur, eorum quantitas non solum nullis formulis 
irrationalibus exprimi, sed etiam nullo modo neque ad arcus circulares neque ad logarithmos 
revocari possunt; quin etiam singuli arcus tarn elliptici quam byperbolici peculiares quanti- 
tates transcendentes exbibent, quoniam ne inter se quidem nisi paucissimis casibus exceptis 
comparari possunt. Ad innumerabilia alia autem quantitatum transcendentium genera calculus 
integralis perducit, duin omnibus formulis integralibus , quarum integratio algebraice expe- 
diri nequit, certae quantitates transcendentes designantur, in quarum natura evolvenda in- 
dustria et sagacitas analystarum maxime cernitiir. Cum igitur nunc quidem sit compertum 
omnes buiusmodi formulas integrales fVdx, si V fuerit functio rationalis ipsius x, semper 
per logaritbmos et arcus circulares exprimi posse, nisi forte algebraicam integrationem ad- 
mittant, artificia integrand! pro iis casibus, quibus V est functio irrationalis ipsius x adbuc 
potissimum desiderantur, ubi quidem id imprimis esset optandum, ut eae formulae, quibus 
V est quantitas irrationalis, accuratius evolverentur, quarum integratio per arcus sive ellip- 
ticos sive byperbolicos expediri queat, Atque in bac investigatione Auctor istius disserta- 
tionis imprimis est occupatus summumque studium contulit ad banc formulam integralem 
J^dx explicandam atque adeo ad arcus sive ellipticos sive byperbolicos reducendam; 
quod negotium multo difficilius est, quam initio videatur. Front enim quantitatum con- 
stantium /, h et /c aliae fuerint vel positivae vel negativae, casus oriuntur natura sua 
maxime inter se discrepantes. Primo enim relatio inter bas quatuor quantitates ita potest 
esse comparata, ut formula integralis arcum quendam sive ellipticum sive byperbolicum 
simpliciter exprimat. Deinde fieri potest, ut integrale binis constet partibus, altera alge- 
braica, altera arcum sive ellipticum sive byperbolicum exprim ente. Praeterea vero etiam 
eiusmodi dantur casus, quibus integrale neutro modo exbiberi potest, sed praeter partem 
algebraicam duos arcus, alterum ellipticum, alterum . byperbolicum requirit. In tractatione 
igitur formulae istam varietatem Auctor coactus est duodecim casus con- 

Leonuabdi Eulebi Opera omnia Iso Commentationes analyticae 33 
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stitixere, quos singulos operoso calculo ita feliciter expedmt, ut iam facile sit, quaecimque 
quautitates litteris f, g, h, h designentur, integrale concessa ellipsium et hyperbolarum reeti- 
iicatione assignare. Saepenumero autem evenire potest, ut formulae iutegrales multo magis 
complicatae ope substitutionuin idonearum ad talem formam perduci queaut, quibus ergo 
omnibus casibus integratio expedita est censenda; ex quo haec investigatio calculo integrali 
baud leve incrementum attulisse est aestimanda. 


Egregia omnino sunt, quae acutissimi Geometrae Maclauein et 
d’Alembert^) de reductione formularum integralium ad rectificationem Ellipsis 
et Hyperbolae sunt commentati, cum in iis non solum insignis vis ingenii 
spectetur, sed etiam baud exigua spes affulgeat his rectificationibus in calculo 
aeque commode utendi, atque adhuc arcus circulares et logarithmos adhibere 
sumus soliti. Nullum enim est dubium, quin haec investigatio a summis 
Geometris tarn felici successu suscepta latissime patent atque uberrimos fructus 
aliquando sit allatura; quamvis enim iam plurimum in hoc negotio sit prae- 
stitum, minime tamen totum argumentum quasi exhaustum est censendum. 
Nam postquam longe diversa methodo usus eo perveni, ut tarn in Ellipsi quam 
Hyperbola diversos arcus deflnire potuerim, quarum dififerentiam geometrice 
assignare liceat, de quo quidem laudati viri dubitasse videntur, hinc non levis 
accessio in tractatione huius argumenti expectari poterit. Imprimis autem hie 
idoneus signandi modus desiderari videtur, cuius ope arcus elliptici aeque 
commode in calculo exprimi queant, ac iam logarithmi et arcus circulares ad 
insigne Analyseos incrementum per idonea signa in calculum sunt introducti. 
Talia signa novam quandam calculi speciem suppeditabunt, cuius hie quasi 
prima elementa exponere constitui. 

Quern admodum autem omnes arcus circulares ad circulum, cuius radius 
unitati aequalis statuitur, referri solent, ita etiam pro omnibus sectionibus 
conicis, quas in calculum recipere volumus, mensuram quandam fixam unitate 
exprimendam assumi conveniet, quae ad omnes species aeque pertinent. Per- 
spicuum autem est hanc mensuram axi transverse tribui non posse, cum is 
in parabola necessario fiat infinitus, in hyperbolis autem negativum valorem 
consequatur; aeque parum axis coniugatus ad hoc institutum est accommodatus, 
quippe qui in parabola quoque fit infinitus et in hyperbolis valorem adeo 


1) 0. Maolatjkin, a Treatise of fluxions. Edinburgb 1742, Vol. 2, p. 652. A. K. 

2) Vide notam 1 p. 236. A. K. 
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imaginarium adipiscitur. Eelinquitur igitur parameter, cui quominus per- 
petuo valor fixus tribal queat, nihil plane obstat; et quoniam pro circnlo 
parameter abit in diametrum huiusque semissis unitate exprimi solet, con- 
stanter in sequentibus parametrum binario indicabo, ut eius semissis unitate 
exprimatur. 


HYPOTHESIS 1 

1. Perjpetuo igitur niihi unitas semiparametrum seu semilatus rectum sectionis 
conicae exprimaf. 

COEOLLAEIUM 1 

2. Si ergo a denotet semiaxem transversum, in quo abscissae x a vertice 
capiantur iisque applicatae y normaliter constituantur, habebitur ista aequatio 


yy = 2x — 


XX 


COEOLLAEIUM 2 

3. Quamdiu a quantitatem positivam denotat, aequatio erit pro ellipsi, 
quae quidem, si a = l, abit in circulum; at posito a = cv) habebitur parabola. 
Valores autem negativi ipsius a ad hyperbolas pertinent. 


COEOLLAEIUM 3 


4. Ex hac aequatione' fit 


dy = 


dx(a — x) 


ya(2ax — xx) 
hincque arcus abscissae x respondens 


r dxY(aa~2a(l — a)x + (l — a)xx) ^ | 

ya(2ax — xx) ' ^2 ax — xx a ^ 

pro ellipsi, si fuerit a numerus positivus. 

COEOLLAEIUM 4 

5. Posito a = 1 fit pro circulo arcus abscissae x, quae est eius sinus 
versus, respondens == fd^V ^x — xx ’ constat, ac posito a = oc prodit para- 

bolae arcus abscissae x respondens = JdxYi^-yij. 


33 * 
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COEOLLAEIUM 5 

6. Si denique a habeat valorem iiegativum, puta a = — c, erit pro hyper- 
bolis arcus abscissae x respondens = fdxYU — 

t/ C CC CC OG C / 


HYPOTHESIS 2 

7. In sectione conica, cuius semi^paraifneter =1 et semiaxis transversus = a 
atque abscissae in axe transverse a vertice capiantur, arcum abscissae x respon- 
dentem liac scriptioue Tlx [a] indicabo. 

COEOLLAEIUM 1 

8. Post signum ergo 77 scribetur abscissa in axe transverse a vertice 
computata, cui subiungetur semiaxis transversus intra uncinulas [ ] expressus. 

COEOLLAEIUM 2 

9. Haec ergo expressio IIx[a] designat arcum ellipticum, si a sit quan- 
titas positiva, et circularem quidem, si a = l, cuius sinus versus —x. At 
si a — 03, exprimit ea arcum parabolicum, ac denique si a sit quantitas ne- 
gativa, arcum hyperbolicum. 

COEOLLAEIUM 3 

10. Habet ergo huiusmodi expressio nx[a\ valorem determinatum eaque 
non solum sectio conica definitur, sed etiam eius arcus ilia expressione 
indicatur. 

COEOLLAEIUM 4 

11. Manifestum autem est, ut istius expressionis valor fiat realis, ab- 
scissam x non solum realem, sed etiam positivam esse debere. Turn vero 
praeterea, si fuerit a quantitas positiva, necesse est, ut abscissa x liinitem 
2 a non transgrediatur. Quantitatem a autem necessario realem esse oportet. 

COEOLLAEIUM 5 

12. Haec ergo expressio nx\a] imaginaria erit, si vel 1“° numerus a 
fuerit imaginarius, vel 2'*° x quantitas imaginaria, vel 3*’° quantitas negativa, 
vel 4'" positiva quidem, sed maior quam 2a, si scilicet a sit quantitas positiva. 
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COEOLLAEIUM 6 

13. ISTotetur qtioque lianc formulam nx\a] eiusmodi functionem ipsins a: 
exhibere, quae evanescat evanesceute x, ita ut sit iI0[a] = 0. Sin autem sit 
X quantitas infinite parva = <«, erit TTco [a] = y2(y neqne ergo ab a pendet. 


THEOREMA 1 

14. Si haec formula differentialis + infegretur , ut 

integrale evanescat posito x = 0, erit 

DEMONSTEATIO 

Utraqne enim expressio refertur ad sectionem conicam, cuius semipara- 
meter = 1 et semiaxis transversus = a, atque arcum eius denotat a vertice 
sumtum, qui abscissae x respondet abscissa in axe transverse sumta ac 
pariter a vertice computata. 


COEOLLAEIUM 1 

15. Si pro a scribamus — a, habebitur 

/ + — ) = t— ' 

r \2 ax -t XX a / 

quo casu, si quantitas uncinulis inclusa sit negativa, arcus hyperbolicus 
indicatur. 

COEOLLAEIUM 2 

16 . Si sit a = CV2, quo casu prodit rectificatio parabolae, erit 

cuius valor, uti constat, per logarithmos exMberi potest. 
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COEOLLAEIUM 3 

17. At si sit a = 1, ut habeatur 

bac expressione arcus circuli, cuius radius = 1, exprimitur, cuius sinus versus 
= a:; eius ergo cosinus erit =1 — x et sinus == 1 /( 20 ; — x£). 

COEOLLAEIUM 4 

18. Cum eidem abscissae x geminus arcus, alter positivus, alter negativus, 
respondeat, expressio nx{a\ per se geminum exhibebit valorem, perinde uti 
signa radicalia quadratica; erit ergo functio biformis, tarn valorem negativum 
quam positivum continens. 


SCHOLION 

19. Quoties autem expressio nx[a] ad elMpsin refertur, ea non solum 
duos, verum adeo infinitos valores complectitur, perinde uti in circulo infiniti 
dantur arcus eidem sinui verso x convenientes. Naturam ergo buius functi- 
onis infinitiformis pro ellipsibus accuratius perpendamus. 


PROBLEMA 1 

20. Invenire omnes arcus ellipticos eidem abscissae x respondentes seu de- 
finire omnes valores formulae nx{a] convenientes. 

SOLUTIO 

Sit z minimus arcus abscissae x respondens in ellipsi, cuius semiaxis 
transversus est = o; ponatur semiperimeter ellipsis = A, ut sit tota perimeter 
= 2.i4, atque manifestum est eidem abscissae x etiam respondere arcus 
2A — Z, 2 A A- 4A — z, AA-\-^, 6A — z, 6A-\-z etc., qui onmes cum suis 
negativis continentur in formula ilaj[a], ita ut eius valor in genere sit 
+ 2wA + «! denotante n numerum integrum quemcunque. 
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COEOLLAEIUM 1 

21. Cum —A sit quarta pars perimetri ellipsis eique abscissa x = a con- 
veniat, erit ^A^na{d\, semiperimetro autem A convenit abscissa 2a, unde 
A = 772a [a], ergo JJ'ia [a] = 277a[a]. 

COEOLLAEIUM 2 

22. Si capiatur abscissa == 2a — a:, erit arcus ei respondens = A — 77a; [a], 
unde colligitur haec aequalitas 

nx [a] + 77 (2a — x) [a] = 277a [a] , 

ubi vincula ( ), quibus abscissa inscribitur, ab uncinulis [ ] semiaxem trans- 
versum continentibus probe distingui oportet. 

COEOLLAEIUM 3 

23. Eadem .aequalitas ex integrali potest colligi; posito enim 2a — a; 
loco X, erit 

77(2a - a;) [a] = -fdx ]/ + ^-) = - nx [a] -f Const. 

Constans vero ex quodam casu debet colligi. Scilicet si ponatur a; = 0, fit 
Const. = 772 a [a]; vel si ponatur a; = a, prodit 

Const. = 77a [a] -f- 77a [a] = 277a fa]. 

SCHOLIOM 

24. Arcus elliptici praeterea banc habent proprietatem, ut, si axis trans- 
versus 2 a minor fuerit parametro, quod scilicet evenit, si axis minor pro 
transverso capiatur, iidem arcus sumi possint in alia elbpsi, cuius axis sit 
maior parametro. Nititur haec reductio similitudine ellipsium, quarum semi- 
axes sunt a et — manente parametro eadem = 2. 

d 
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PEOBLBMA 2 

25. Arcum ellipticum nx[a], si ftierit a<l, ad aliam ellipsin reducere, 
cuius semiaxis sit unitate maior. 

SOLUTIO 

Cum sit 

statuatur 

y(2ax — xx) = a — aay 

eritque 

2ax — xx = aa(l — 2ay (^(^yy) Mucque a — a? == a]/(2fljr — aciyy)', 
unde fit 

dx 

y{2ay — aayy) 

Facta hac substitutione consequemur 


; [al = l/f A L 1 _ iA 

A y{2ay — aayy) ^ ^a{l — ayy 

nx [a] aya-fdy |/i±fc:i)£^’ , 


quae expressio reducitur ad banc formam 


nx{a]=^-aya-fdyy{^^^y + l-a). 
Ponamus in formula integrali a = ^, ut sit ^ = 4 ^ ac fiet ea 

V ir^-Ty + ^ “ I) == H- Const. 

Quare restituta littera a obtinebitur ob « = - 

aa 

Tlx [u] == Const, — ay a- [1] , 

aa LaJ 
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ubi ex casu a; = 0 definitur constans = «l/a • ita ut sit 

JT r 1 7/ TT-l fll i/ — l/( 2 aaj — a'a;) ri" 

nxW -xVa-n- bJ - oVa ■ /7 y , 

sicque arcus ellipsis, cuius semiaxis est a, reductus est ad arcus alius ellipsis, 
cuius semiaxis est = — • 

a 

COEOLLARIUM 1 

26. Si pouatur x = a, fit 

- — = 0 ideoque IIa[a] = aVa- JJ— — • 

dCb Ci \^Oj — 

Scilicet perimeter prioris ellipsis, cuius semiaxis = a, est ad perimetrum 
posterioris, cuius semiaxis uti aVa ad 1 seu ut ad 

COEOLLARIUM 2 

27. Cum arcus abscissae ~ ~ respondeus posito a; = 0 fiat 

= iT— f— 1, bine aucto x decrescat, donee evanescat posito x = a, lex con- 
tinuitatis exigit, ut sumto x> a iste arcus negativum obtineat valorem. 

COEOLLARIUM 3 

28. Facto ergo x = 2a erit 

Tja — 1/(2 ax — XX) ri”| jyl fl” 

aa LaJ a LaJ ’ 

quo notato fiet hoc casu x = 2a 

n2a[d\ = 2na[a'\^2aValJ~ 

id quod consentit cum coroll. 1. 

SCHOLION 

29. Substitutione hie adhibita l/(2aa: — a;a;) = a — ««?/ formulam inte- 
gralem in aliam sui similem transmutavimus, cuius valor per arcum alius 
ellipsis exhiberi poterat. Si autem aliis substitutionibus utamur, semper 

Lbonhaedi EuiiEbi Opera omnia 1 20 Commentationes analyticae 
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adipiscimur formulas integrales, quarum integratio per rectificationem secti- 
onum conicarum expediri potest; quia vero a tarn uegativum quam positivum 
valorem recipere potest, substitutiones eaedem tarn ad ellipses quam byper- 
bolas extendi possunt. 


PROBLEMA 3 


30. Formulam integralem 

Jdx ]/ (^r — 1-1 — — ) 

y \2ax — xx aJ 

per substitutiones idoneas in alias formulas concinniores transformare, quarum valor 
semper futurus sit = IIx [a]. 


SOLUTIO 

Prima reductio fit ponendo x = a — nas, quo facto formula integralis 
induit banc formam 

/_ -naO- *a) [a]; 

multiplicetur ea per m, ut sit 

r j /m^n'^aa-\-m^n^a(a — l)ss t-t ft \r i 

quam expressionem iam ad banc formam, concinnam aeque ac generalem, 
reducere licet 

fieri, scilicet oportet 

m^n^a^h = f, m^n^a(l — a)h==g, — nnh = Jc, 

unde ob nnJi = — Jc et n = erit 


— mmaah == 

(a — l)Z: 

a 


f, 

ffh 

f 


mma(l — a)JcJc = gh 


et 


a = 


A 

fh—gh’ 


hincque 
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Porro est 

ex quibus valoribus concluditur fore 

Hoc ergo integral e, nisi forma sit imaginaria, per rectificationem ellipsis ab- 

fJc 

solvitur, si fuerit quantitas positiva; sin autem sit negativa, integratio 

arcum byperbolicum indicat. 


COROLLARIUM 1 

31. Ut ergo haec forma ab imaginariis sit libera, necesse est, ut tarn 
qnam sit quantitas positiva. Si alterutra vel ambae fuerint negativae, 

expressio imaginariis implicatur; nihilo vero minus eius valor erit realis, si 
modo diflferentiale ipsum sit reale. 

COROLLARIUM 2 

32. Cum autem formula differentialis ponatur realis, assumere licet tarn 
f + gzz quam li + kzz esse quantitates positivas; si enim ambae essent 
negativae, mutatis signis ad positivas reduci possent. Ita statuamus esse 

— |— Qzz 0 et Ji "b kzz ^ 0. 

COROLLARIUM 3 

33. Ut autem formula nostra inventa arcum realem sectionis conicae ex- 

primat, non sufficit esse et quantitates reales, sed praeterea re- 

quiritur, ut abscissa sit positiva; ubi duos casus perpendi convenit, prout 
sectio conica fuerit ellipsis vel hyperbola. 

COROLLARIUM 4 

34. Sit ergo primo sectio conica ellipsis seu quantitas positiva 

atque necesse est, ut sit 1 — z]/^^>Q seu 1 > , nnde fit ^ > Q • 

At per hypothesin est k -\-kzz > d. Quare casu, quo ^-d reali- 

tatem insuper requiritur, ut h sit quantitas positiva. 

34 * 
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COROLLAEIUM 5 


fk 

35. Pro hyperbola, seu si fiierit quantitas negativa, integratio 

nostra ita debet repraesentari 



h + Tigg 


= (7 + 


gh — A -I /—f jj fJc 

fk V Jc J-J-gh-fTc 





r -A 1 

-gli — fkj’ 


fh 


ita ut sit quantitas positiva. 

> 1 seu 


Necesse autem est, ut sit 

h-Jrkgg ^ ^ 

h 


quare ob h-^Jcgg^O arcus hyperbolicus non erit realis, nisi sit li quan- 
titas negativa. 

COEOLLAEIUM 6 

36. Pro ellipsi ergo, seu si sit > 0, nostra expressio arcum conti- 

nebit realem, si fuerit 

1. > 0, 2. k <0 ac B. f> 0. 

Pro hyperbola autem, seu si > 0, arcus erit realis, si fuerit 

1. h<0, 2. k>0 et 3. f<0. 


SCHOLION 1 


37. Ope formulae igitur inventae nonnisi aliquot casus integralis propositi 



+ geg 
+ Jcgg 


expedire possumus. Nempe cum in genere litterae f, g, h et k quantitates 
sive positivas sive negativas significent, si iam ad casus descendentes eas 
tantum pro positivis assumamus, sequentes integrationes reales consequemur 


I 

n. 


f4,y£±fi_o- 

-h-igg — ^ 


fk -f gh -i / f JJ fk 
fk y k fk gh 

fk - gh -, /f JJ fk 
fk V k fk - gh 




fk 


fk + ghJ 




flL 1 . 


at hoc casu requiritur, ut sit fk> gh. 
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III 




f+gzs! 


Ji + Tizs 


C + 


gh 


fh 




fh 


gh - fh 




-fh 


Lgli — fh. 


hoc vero casu requiritur, ut sit gh > fh. 


Cum igitur in hoc tertio casu indoles litterarum f,h,h iam sit definita, pro g 
autem quantitatem negativam assumere non liceat, hos tantum ties casus per 
nostrum problema expedire licet. Reliqui vero omnes excluduntur, dum ad 
arcus imaginarios perducuntur. Interim tamen cum certo habeant valores 
reales, quemadmodum hi per alios arcus reales exprimi queant, in sequenti- 
bus investigabimus. 

SCHOLION 2 


38. Antequam autem hoc opus suscipiamus, e re erit omnes casus pro 
diversitate signorum, quibus litterae f, g, h, h affectae esse possunt, enume- 
rare, ubi etiam fieri potest, ut quidam ob aliam conditionem in binos sub- 
dividi debeant, quemadmodum supra in secundo et tertio usu venit. Hac 
conditione adiecta sequentes 12 habebimus casus, ubi quidem litterae f, g, h, k 
tantum positives valores habere accipiuntur. 


I 

11. 

III. 

IV. 
V. 

VI. 

VII. 

VIII. 
IX. 




si fuerit fk>gJi. 
si fuerit gh>fk. 
nulla limitatione adiuncta. 



f + g^^ 
hzz — h 


nulla limitatione adiuncta. 



LzMIL 

h + hss 


nulla limitatione adiuncta. 


J ^ si fuerit fk > gh. 


f j si fuerit fk < gh. 



f -g^^ . 

-h+k0is’ 


hie necessario est fk> gh. 


S |/' 


- f+g^s 

h + hgz 


nulla limitatione adiuncta. 
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X. f izY'- 


-f+gii 0 , 
Jl — Jc 08 ’ 


Me necessario est fk^gh. 


xii. f^<9^- 


Atque ex his duodecim casibus hactenus tantum tres, scilicet III, VI ac XII, 
conficere licuit, quorum integralia per arcus simplices sectionum couicarum 
exprimuntur. 

SCHOLION 3 

39. Quanquam autem his tribus casibus integralia per arcus sive ellip- 
ticos sive hyperbolicos expressimus, tamen quaedam dantur relationes inter 
litteras f, g, 1i et k, quibus nostra expressio tantis incommodis implicatur, ut 
verus valor integralis inde erui nequeat, etiamsi per se sit perquam facilis. 
Ac primo quidem in genere, si in formula 

y h+k88 


fuerit fk = gh, valor integralis ita quantitatibus evanescentibus et infinitis 
involvitur, ut eius vera quantitas inde perspici nequeat, cum tamen ea per 
se sit planissima; posito enim k = erit 



/“+ 9^0 
h + 




ita ut revera sit ob gh = fk 


C- 


fk~fk 

fk 




fk 


.fk — fkj 



etsi ratio huius aequalitatis difflculter perspiciatur, cum haec formula potius 
arcum parabolicum abscissae infinitae respondentem, qui autem per factorem 
evanescentem sit multiplicatus, indicare videatur. Interim tamen si perpen- 
damus in parabola arcum, qui abscissae infinitae respondeat, ad abscissam 
rationem aequalitatis habere, erit 
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qui arcus per factorem 

- (/7c — /T:) f 
/7c y k 

multiplicatus praebet productum finitum 

qui valor cum veritate egregie congruit. Eeliquas difficultates casus parti- 
culares percurrentes seorsim examinemus. 


INTEGEATIO CASUS III 




Vin 


fk 
fky ffh 




r A 1 

-fk+gh- 


40. Si f, g, li, k deuoteut quantitates nihilo maiores, arcus ellipticus 
pro integrali facile assignatur; neque turbat casus, quo g = 0, quippe qui 
per arcum circularem expeditur eritque 


f 

J yih-hes) 


G- 






Deinde li evanescere nequit, quin simul formula dififerentialis ipsa fiat ima- 
ginaria. At si f vel k evanescat, quorum priori .casu integrate est algebrai- 
cum, posteriori vero per logarithmos dari potest, nostra formula refertur ad 
ellipsin evanescentein nihilque inde concludere licet; mox autem pro eodom 
casu aliam integralis formam exhibebimus, unde vera integralis quantitas 
facilius elici poterit. 


INTEGEATIO CASUS VI 



kzs 


f, fk-gk -i/f jj fk 

fk~ yj-^J-fk-gh 




flc 


fk — gk- 


SI FUEEIT fk>gJi 


41. Hie iterum nulla difficultas occurrit, quicunque valores litteris f, g, 
h Bi k tribuantur, dummodo sit fk>gh; semper enim integrate per arcum 
ellipticum exprimitur neque etiam negotium faeessit casus ^ == 0, quo ut 
ante arcus circularis denotatur. At si sit k==0, neque enim f et h in nibi- 
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lum abire possunt, conditio fit > gh non amplius salvari potest sicqne hie 
nullum incommodum locum habet, praeter id, quo est fk = g]i, quod autem 
iam ante in genere expedivimus. 


INTEGEATIO CASDS XII 




f + 938 


Ji +• 'kzz 


= a+ 


gh-flc-t/fjj fk 

fk Vh-^-^gh-fTc 



SI FUEEIT gli > fk 




~+zfL: 

-gh — /A 


42. Hoc casu integrate arcu hyperbolico definitur, ubi neque g neque k 
potest fieri negativum. Si fuerit f== 0, quo casu integrate fit algebraicum, 
axis hyperbolae evanescit neque bine valor integralis cognoscitur. At si 
h = 0, conditio necessaria gJi>fk evertitur, difficultas ergo tantum casu /"= 0 
subsistit, quae autem in aliis formulis infra pro eodem hoc casu tradendis 
tolletur. 


PROBLEMA 4 


43. Formulam integralem 


' Jl IV00 

per syhstitutionem in aliam sui similem transformare. 


SOLUTIO 

Tentanti huiusmodi substitutionein 0 — patebit sumi debere 

X = V(h + kzf); unde fit 

/xx — h , xdx 


ideoque 


_ == - r- , et fFg33 

yk(xx — h) 


fh — gh + gxx 

' ^'1 


y h+ kzz 




k — gh + gxx 


XX — h 


quae locum habet, quoties k est quantitas positiva, quoniam turn xx — h = ksz 
est quantitas positiva. Sin autem k fuerit quantitas negativa ideoque h — xx 
positiva, transformatio ita est repraesentanda 



+ 938 
+ kzz 




--fk — gxx 
h — xx 
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COEOLLAEIUM 1 

44. Comparantes formulam 


J ' XX — n 


cum formula initio generatim integrata 



h + less 


habebimus s = c(>, f=fh — gh, g = g, ^ = — h, ]c = l, unde fJc — gh = fk et 
integrale 




h — gh + gxx 
li 


XX- 




fh 


COEOLLAEIUM 2 


45. Substitute hoc valore, cum sit x = y{h erit 



f 

h + less 


0 + 


f jj g'h — f ic 

Vigh-fk)-^-^ fJc 



-i\r ~ g^>' + A 

“ fk J’ 


qui arcus ut sit realis, necesse est, ut primo sit gh — fh>0, turn vero 
etiam ^>0. Erit ergo ad hyperbolam, si fk sit quantitas positiva et k po- 
sitiva; ad ellipsin esse nequit, nisi sit k quantitas negativa, f vero positiva, 
quia hoc casu esse debet fk quantitas negativa. 


COEOLLAEIUM 3 


46. Simili modo altera forma fdxY cum canonica 

J comparata dat s = x, /"= gh — fk, g = — g, h = h et k = — 1; 
unde fk — gh = flc et 


ix'Y^- 


-fk—gxx 
h — xx 


0- 


fk 


fk — gh 




fk — gK 
fk J 


COEOLLAEIUM 4 

47. Substitute ergo pro x valore YQi, ks^) erit ut ante 

/’i.T/te- o+_Y — 

J y ]i~\-ic00 ^ 


Yh 
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quae locum habere nequit, nisi gh — fh et Ji sit quantitas positiva. Pro 
ellipsi erit, si k sit quantitas negativa et f positiva, contra autem pro 
hyperbola, si h et g sint positivae, quemadmodum iam ante definivimus, ita 
ut hos duos casus distinguere non opus fuerit. 


COEOLLAEIUM 5 

48. Gremiuis his integrahbus formulae generalis J' inter se 


collatis habebimus 




flc 


fkVfh jj fk—gh I ^ 


fk 


\-fk — ghJ (jic — 

quae aequalitas posito ad abbreviandum 

fk i T /— k , 

IPT — f = — F IT = 

fk — gJh n ’ Ji 

abit in banc formam 

- m Ym TT-r n 


yji 




nYn 




n 

LmJ 


'fk — gK 
L fk J 


COEOLLAEIUM 6 

49. Arcus igitur ellipticus quicunque respondens abscissae =1 — t 
semiaxe existente = ^ reducitur ad arcum alius ellipsis, cuius semiaxis est 
= — et abscissa =1 — Y(1 — hunc arcum per multiplicando, cuius 

m ^ ^ nyn 

aequalitatis ratio est similitude harum duarum ellipsium. Simili autem mode 
arcus hyperbolicus ad alium reduci nequit, quia ob ~ negativum fit ]/~ 
imaginarium. 

SCHOLION 

50. Hinc novas integrationes nanciscimur realiter expressas; primam 
suggerit § 45 arcum hyperbolicum involventem, ubi hae conditiones requi- 
runtur 

1. %>0, 2. li>Q, 3. /'>0 et 4. gl>fh, 

unde ob ^ > 0 erit quoque y > 0; bisque casus II § 38 enumeratorum conti- 
netur. Deinde arcus ellipticus negotium conficiet bis conditionibus 

1. ^<0, 2. }i>0, 3. gh — flc>0 et 4. f>0 ob — fJc>0, 
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unde g etiam nunc positive et negative capi potest. Si sumatur positive, 
prodit casus III, sin negative, casus VI, qui quidem iam supra sunt soluti. 
Verum in genere notandum omnes arcus ellipticos duplici mode exprimi 
posse per paragraphum praecedentem. Integi’alia ergo horum trium casuum 
ita se habebunt. 


INTEGEATIO CASUS II 


/ dzl/-- 
J ' h 


±_i^, 

+ Itgz 


0+ 


T 


Vigh-fl) 


n 


gjizU-z I bv 




fh \ Yh 


/ 


■V 


fk 


SI EUEEIT gJi > fk 


51. Ob conditionem gJi > fk neque g neque Ji evanescere potest. Si f 
evanescat, hyperbola abit in parabolam, cuius arcus abscissae infinitae re- 
spondens bic indicatur, qui ergo abscissae aequalis est censendus; unde pro 
casu f =0 babebitur istud integrate 

o,i/^££ — o+iY _ 0+ yo - t+j") , 

J y h-\- kzs k, \ yji / h 

quod veritati onanino est consentaneum. 


SCHOLIOK 


52. Alter casus moram facessens est, quo k = 0 et hyperbola iterum 
abit in parabolam. At ob k — 0 erit 

unde integratio per arcum paraboEcum absolvetur hoc modo 

quae eadem operatione consueta elicitur. Si insuper esset = 0, ob 

jj9“ 

(§ 13) foret 




Vf 


36 * 
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h-Jc 0 , Vigh + fh) 


INTEGEATIO CASUS HI 

gli+fk YQi — 'kzg) 


w 


fh 


Yh 


gh +f]c' 

. fJc J 


SINE ULLA LIMITATIONE 


53. Hinc casus h = 0 sponte excluditur; unde tres singulares relin- 
quuntur. Si prime sit k = 0, ellipsis abit in parabolam et ob 




'k0^\ 1000 

2li 


habetur ut ante 




si deinde sit f=0, denuo parabola et arcus abscissae infinitae respondens 
ideoque aequalis censendus prodit, unde fit 


fi'Vj 


g00 




Y(h — Jc00) 


0 - 


h — Jc00 “ ‘ h 
si tertio sit g = Q, ellipsis abit in circulum fitque 

-o+£n{^- 


YgQ>' — ksz) _ 

IT' ’ 


Yk 


[ 1 ]; 


sicque casus difficiliores supra § 40 memoratos bic expedivimus. 


INTEG-RATIO CASUS VI 




f 

YW-^-gk) 


Yj fk g k 
fk 


V(k — Jc08)\ 

~fk — gk 

V Yk ) 

L fk J 


SI MODO FUERIT fk>g-h 


54. Hoc casu aeque ac supra § 41, ubi idem est pertractatus, nulla 
difficultas relinquitur, quia ob fk > gJi neque f neque k evanescere potest 
neque vero etiam k in nihilum abire potest, quin denominator h — ksz fiat 
negativus. At si g = 0, nulla occurrit difficultas, cum integratio ad arcum 
circularem revocetur. 



24 — 25 ] 


AD EECTIFICATIONEM ELLIPSIS AC HYPERBOLAE 


277 


SCHOLION 

55. Hac ergo reductione id sumus lucrati, ut iam praeter casus III, VI 
et XII ante evolutos etiam casum 11 expediverimus. Eeliqui vero octo 
casus nullo modo per arcus simplices reales integrari possunt, sed praeterea 
partem algebraicam continent; quin etiam nonnulli praeter hanc partem alge- 
braicam binos arcus, alterum ellipticum, alterum hyperbolicum, complectuntur. 
Ad baec autem integralia investiganda necesse est, ut alias formulas integrates 
affines praeter variabilem s bina radicalia y(f-^g^ 2 ) et 1/(4 + ^^ 0 ) invol- 
ventes contemplemur, quae ad formam reductibiles. 


PROBLEM! 5 

56. Alias formulas integrales praeter s bina radicalia 

V{f 9^^) Vfh 

continentes invenire, quarum integratio ad formam 

J ' y + oxx 

reduci queat. 


SOLUTIO 

Fit hoc substitutionibus, quarum praecipuas hie percurramus. 
1. Sit x-j-; erit y(f+g,i)-.yS!pzM et y(i. + 

d z 

Hinc ob dx = erit 


ideoque 



fxx + g 
hxx + Jc 


ds-i / f-\- g00 
ss y h + 7cg0 



f Agse 

h + Jcg0 




'xx + g 


hxx + it 


2. Ponatur x = y(f 9^^)\ ©rit dx==-j ~^ — , 0 = et 

Vfh + hzi) = unde confleitur 
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dccj/- 


XX — f 


gssds 


et 


quare erit 


gh — fh + kxx .j. 


I, 


XX — f 

ssds 


f + g^s 


(omittenda), 




XX — f 


gli — fJc + Jcxx 


V(f + 9^^) (h + ^ * 

3. Si ponatiir x = V(li erit simili mode 

r 2^dz ^ f/i i/— 

]/(/*+ ^ ^ y 

1 


/7c — gh + gxx 


4. Sit X = - — ; erit dx == — , z = — 


L 

a; 


et Vih + unde fit 

^ ^ ^ OC SC 


dx'Y-. 


l—fxx 


— gz^dz 


et 

Mncque 

et 


/i 


I + {gJi - fk)xx (f + gssf yQi 4 - Usz) 

^ 1 A + {gh — flc)xx — gdz YQi + Isz) 
i-fxx {f + gsz)i 


zz dz 


if + gggy\/{h + Tczs) 


{g}i *— fh) XX 


rdzVQi 

J (f-A-, 


-|- 7czz'^ 


{f+gzz)i- 9 

5. Simili mode si ponatur x 
szdz 




XX 


, reperitur 




(h + lczz)^y{f-\-gzz) 


^ l/ 1 

— T" / — r~7 

hj y g + {, 


hxx 


g + (fh — gh)xx' 


rdzy{f + gzz) y -. /g + {fk-gh)xx 

J (yj^ hzs)i 9 ' 1 — 


6. Ponatur x 
Yf 

Y(i — (ixx) 


erit dx 


fdz 


turn s 


x^f 


y(/’+ <7^^) == conficitur 


26 - 27 ] 


AD RBCTIFICATIONEM ELLIPSIS AC HYPERBOLAE 


279 


dcc'j/-. 


1 — ffxce 


fds 


Quare 


cjh)xx (f + gggf: YQ^ 

^ ^ -t /h + {fk — gli)xx fds ]/(/i + less,) 

c X Y Y'-gxx + 


h 




{f+gss,)iy(]i-\-'kgs,) f 

'tg 

(/■+ ggg)i f 

7. Simili modo ponendo x 




-gxx 


+ (fk — gTi)xx’ 


rdgy(h + lcgg) 1 + (A — 

( f4- f J ^ 


■ gxx 


yih 4 - 


reperitur 


I-, 


d0 


Jcxx 

f+ {gh — fli)xx’ 


-i- l/ l—ka 

(h + hgg)i y(f+ggg) ^ f + {gk — 

rdgy(f+ggg) 1 + {gk—f^xx 

^ (h 4- ^ ^ ^ 1 hxx 


(li 4 - 

8. Ponatur x = • ej-it 

Z 

Yfx 


■fdg 


«gV(f+gs^) 


, tiim g 


y{f -y ge^) = — atque y(}i-{-kgg) =')/- ^ — — llL^ unde fit 

y X ■“* XX ~~ 


et 


unde deducitur 


^^y /hxx + fJe- 

XX — g 


dx 


V-. 


XX — g 


- fdgy(h-\-'kgg) 

^^yif+ge^) 

-fdg 


hxx-\-fk—g}i ggy(f ggg)(Ji + kgg)’ 




li 4 “ hzz 


/: 


f +9^^ 
dz 


zzy{f~\- gzz) Qi 4- Iczz) 


-jfdx]/- 


hxx + fh — gh 


XX — g 


XX— g 


hxx + fh—gh 


9. Simili modo ponendo x == reperietur 

rdz yf+gzz __ 1 + 

ZZ ^ h - 4 - hzs ^ 


f: 


Ji 4 “ l^zz 
dz 


+g^^)(Ji + lczz) 


h*^ ' fxx — fi 


XX — k 

-k 

fxx—fk + gh 


Vf 

Yixx-g) 
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10. Ponatur = ; erit dx = — ^ turn 

unde colligitur i + {h-\-'kgs)'^y{f gzz) r g — kccos 

f _ 1 Cdr l/l£^ 

y(f+g 20 ) gh—fh^ ^ g— ^^xx ’ 


(h-^'ks8)^y{f ^rg^z) gli—fl 


-fdx]/ 


g — Jcxx 
hxx — f 


11. Simili mode ponendo x = reperitur 


I ' _ 1 Pn -, /fxx~h 

(f -\-gz 8 yY(h-{-lc 20 ) fit — gh'^ ^Tt — gxx 

^ ^ 1 -i/lc — gxx 

(f+gzsYyQi + Ttsd) flt—ghJ fxx — h 


COEOLLAEIUM 1 


57. Formulas has in ordinem reducentes, quia quaelibet duplici modo 
ad formam canonicam reducitur, habebimus primo 


fil \/ f+9^z ^ _ r^^i /fxx + g 
J 08 y li-\-hs8 J V hxx-j-Jc 


existente 




*_i et y_ y» + fa^) , 

8 ^ 0 ’ 


existente 




yy-9 


X = ~ et ^ = 

8 0 


COEOLLAEIUM 2 
I Secunda forma haec esto 


existente 

X = y(f-\-g0£j et 2/ = 

quae permutatis formulis Yif+gzz) et y{h + h 0 z) non mutatur. 


fk — gh-{-gyy 
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COROLLARTOM 3 

59. Tertia forma ita constituatur 

f d2 V{f+ ^ Tdrl + Cdi! i/ZIMziMM- 

+ " hJ y l-hxx 1-J^gy 

existente 

Y{h + lcz0) ^ YQii-lcsz)’ 

= _ 1 y = ^fdy yA±Mr^ 

^ if+gzz)i 9^ ^ 1-fxx t i gyy 

existente ^ ^ 

V(f+9^^) ^ V(f+9^^) 


COROLLARIUM 4 


/ 


60. Quarta forma haec statuatur 

_ 1 

ssV{f+ged){hi-'kss) fd Y hxx + fh-gh 


hj y — fi^A- 


fyy — f^-\-g^ 


existente 


Y^fj^gzs) 

s 


, Vih + Icze) 

et y = J^ 


COROLLARIUM 5 

61. Quinta forma erit geminata 


Ij 


dz 


{f+gzz)^y(h + hz0) f 
existente 

X 


_l CdxV = _JL_rd2/y- 

- fJ^^V h + {fJo-gh)xx fh-gl'd 


Jc—gyy 

fyy - 


h 


(h + hzz)iy(f+g3z) h. 
existente 

X 


g , - 1 / 11 -yhez 

— — ^ et w= I/— ^ -» 

y{fjrgzz) ^ f+g^3 

L rfcl/- i fdy\/S-^^ 


yQi + hzz) 


f+(gh—fJc)xx gh — fk 

et y--\/l±S^. 

^ + TiZZ 


hyy—f 
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COEOLLAEIUM 6 
62. Sexta denique forma erit 

-^fdx y — ■ * CdWis. 

nJ y l-4-(nk—fTi\xx fk—nh.j h — 


■Jl 


{f + gzsf- yQi + liS0) 
existente 


x = 


Jr, 


00ch 


Qi + ]c2s)^y{f+g0^) 
existente 


y(f+g0z) 


Jc + (gh—fh)cox fh — gh 

et + 


f+gzs 




-iJzK fifty- 


l^—gyy 


hyy-f 


yiii+iczz) 


9+(f'k-gh)xx gh — fJc 

et y^yi±^. 
y h + kss 


ff—^y 


PEOBLEMA 6 


63. Invenire cams, quihus expressio 


gzz 


sectionis conicae. 


-f- ksz 


aequatur quantitati algeiraicae 


SOLPTIO 

Ponatur J’ + Z eritque differentiando 

clZ— ~*’^)A + (/‘^ + {l — 2a)g}i)zz + (1 — tt )gkfi) 

(h + Ji;zz)iy(f+gzz) ’ 

ubi numerator neque per f -}- gzz neque per Ji -|- Tczz reddi potest divisi- 
bilis, quin simul fiat fk = g}i', reducetur autem Z ad formam posteriorem 
§ 62 ponendo a = 1 eritque 

Z={fk-gJi) f ^ 

^ Qi' + kzzyy{f+gzz) 

Hinc nabebimus vel 


existente 




'hxx 


g + (fk—gh)xx 


X ■■ 


yQi + kzz) 
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vel etiam 


existente 





COEOLLARroM 1 

64. Quoties ergo vel formula vel liaec 

ad quempiam casuum iam tractatorum referri j)otest, toties quoque formula 
partim quantitati algebraicae partim arcui sectionis conicae 

aequabitur. 


COROLLARIUM 2 

65. Cum sit x = ~ — , erit 1 — Tixx=‘kxxzz; ergo nisi sit 7c quan- 

y " 4 " ^ 

titas positiva, formula prior non ita, ut fecimus, repraesentari potest. Sci- 
licet si k sit quantitas negativa, ita scribi debet 



Jixx — l 

{gh—fl)xx — g 


COROLLAEIUM 3 

66. In altera formula fdyVy;^^^, ubi y = '] / est 

kyy — f= » sumitur gl>fk. Quare si faerit g7i<fk, ea ita scribi 

debet J^dyV-^-y^^^- -Prior scriptio ergo locum habet, si gh — fk>0, 
posterior vero, si fk — gh>0. 


EXEMPLUM 1 

67. Eeducatur forma ad casum III esseque oportet 
7;>0, h<0, g>0 et fk — gh<0, unde f<0, habebiturque 



—f+gez 
— h + kgz 


y —11+7000 




fk — gh rj -I / 1+hxx 
1c J y g — ifk — gh)xx’ 

36 * 
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ubi esse debet fJc> gJi. lam per § 40 erit 


fclxY- 


1+hxx ^ fk ^fJc — gli 


g — (fk — gh)xx 
vel per § 53 

fdxY- 

ubi est 


= G- 


(fk—gh)-i^ fk 


g — {fk--g%)xx 




(i xyf’‘->'')\ 

yk-gh' 

V Y g J[ 

ft, 

1 

1 

\ ti ^ 

Vg ’ 

— 1 

1 


X = 


—J-, — r— r et V(g — (fk — gh)xx) = ^ ; 

}/( — |/( — }i-\-k00) 


sicque construitur casus XI. 


G + g]/- 


■f+gss 


INTEGEATIO CASUS XI 

fd,yrf+9“ 


n 


-h-{-Jc00 

fk—gJi 


-Ji+k00 y(fk -gJi) fk 

fdzy-f+^‘^ 


-0+ iy -f+^“ + rr-^ 

^ -h+ksz kVfk fk-gh 


h + hz^ 


A y(fk-gk) \\ 

1 

1 

£ 

^ Vg(—k+kg0)' 

L fk J 

yk(-f+g0z)\r 

fk T 


']/g{—'h + k^:i)'' ^fk'—gh-^ 


68. Hoc ergo integrale constat parte algebraica et arcu elliptico, et quia 
debet esse fk>gh, fieri nequit =0; sin autem sit h = 0, ellipsis abit in 
circulum atque habebitur 


n 1/=^' = « + v=^ - 1 ^ - .f; w 

seu 

uti per integi-ationem facile invenitur. 
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EXEMPLTJM 2 

69. Eeducatur formula g 3 ,d casum VI eritque h>0, 

g > 0, gh — fJc> 0 et h > 0; cum autem hoc casu debeat esse gh — fk> gli, 

1 

quantitatem f negative capi oportet, ut sit posito x = — 

y(h-\-hzz) 



INTEGRATIO CASUS IX 

^ ^ h + lcgg 

= C4- f _ _ 77 + Yith + gJi ) \ V fJc + gJil 

^"ji + ksg Yifk + gh)-^-'- fk V yg(Ji + k30)^^ fk -J 

70. Casus ergo huius integrale constat parte algebraica et arcu elliptico, 
qui ut semper adbuc alio modo exprimi posset; verum praeferenda est ilia 
ellipsis, cuius axis parametrum superat, ne certis casibus evanescere queat. 
Caeterum hunc casum ex praecedente XI derivare potuissemus ponendo Ji 
negativum, atque si in forma posteriori faciemus gh > fk, babebimus aliam 
integrationem casus XII. 


INTEGRATIO CASUS XII 


= (7+ 

^ -h-^ks 

71. En aliam integrationem casus XII iam supra § 42 tractati, quae 
praeter arcum byperbolicum continet partem algebraicam, cum prior solo 




gh - f k 
" kYfk 


■f+gee 

•h+ksz 

fk {Ykj—f + gs z) 


fjc + 


-fk 

gh — fk 
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arcu hyperbolico exprimatur. Aequalitas ergo harum duarum expressionum 
perpendi meretur; quod quo conciunius fiat, ponamus = ~ et ^ ]/--- = t 

eritque 




-m 


n'M. 


m it — m 


{in 1) 


0 [ 


• 7n 


n 


unde constante debite definita diversi arcus hyperbolici inter se comparari 
possunt. Scilicet posito semiaxe ^ = « sumtisque duabus variabilibus ^ et m 
erit 




IK— 1 )[- - n- - 1 ) [- 


+ctY- 


(tX “p — I 


a(tt— l) 

1 /(cc + l)uu — re 

““ V '^ccuyr-i) 


EXEMPLUM 3 

72. Ponamus f et k negativa et posterior expressio dat 

existente gk> fk. lam ex casu II § 51 tractate habemus 

Cdn =(74- Tj 9k -fk ( Vy+Jyyyl _ r- 9k + fk- 

^ a-\-kvv ’VCah — fk') fk \ -Va / 


9 + kyy 
Cum igitur sit 

y ='\/ , erit Vi^g kyy) = ^^^ — 

' h — kzz -yQi—kzz) 


fk 


unde casus X expeditur. 
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INTEGRATIO CASUS X 


0+0]/- 


-f + 

}l — liSZ 



-f+gss 
h — kzz 


f jj9hz:Ih 

y^gh — fk) fk \ygQi — k00') 


— gjit -\~ fk 
fk - 


73. Huius ergo casus X integrale constat parte algebraica et arc 11 
hyperbolico. Sin autem k sumatur negative, oritur integrale casus IX iaitn 
ante § 70 exbibitum, ex quo bic ipse casus derivari potuisset. 


EXEMPLUM 4 

74. Capiantur g et k negative, ut sit y = eritque 

Quodsi forma fiyV^yy zLg lioc modo repraesentetur, oh g et k negative snintas 
debet esse fk — gh>0, turn autem non in casu XII continetur, vcriun boc 
modo J'dy repraesentata exigit gh > fk, quae conditio casui VI, quor- 

sum esset referenda, adversatur. 


SCHOLION 

75. Ope ergo praecedentis problematis casus IX, X et XI sumua executi, 
cum ante iam casus III, VI et XII, turn vero etiam II per simplict's ai'Cns 
expediverimus. Restant ergo quinque casus nondum realiter resoluti, {piorum 
nonnullos ita tractare poterimus, ut integrale constet arcu sectionis c<)iii(;:i,<) 
et quantitate algebraica formae 

PROBLEMA 7 

76. Invenire casus, guibus expressio aeguatur quantitati algdmucae 

■x/h-{-kzz ,. . . 

a 0 y -rr - — wwa cum arcu sechoms conicae. 

' f+g^s: 

SOLUTIO 

Ponatur 
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erit differentiando 

dz {ff — af'h-\-2f(^ — a'k)sz-{-g{g — ctl)z^) 

if + gzz)i yQi + Tizz) 

ubi notandum est numeratorem per f + 9^^ reddi non posse divisibilem, 
quin simul « evanescat. At si ad qnandam superiorum formularum reducere 
velimus, poni oportet « = |-, quo facto oritur 


iz-oa^. 




Jc (J^ ^ 'Y' Ql -j;- ]c ^ 

cuius integratio per § 61 constat. Habebimus ergo vel 

Jc J^^Vh+ifjc- 

existente 


gxx 

gh)xx 


X = 


vel 


existente 


yif-\-ggg) 




y 


-Yj 


f + gzz 

'Jc “b Jczz 
+ gzz 


J^—gyy 
fyy - h 


11. Cum sit x = 


y(f+gzz) 


OOROLLAEIUM 1 
, erit 


. fxx 


quare si faerit f quantitas positiva, formula recte hoc modo 


Ti -|- g l^xx 

exprimitur; sin autem sit f<0, ita debet repraesentari 

-./ gxx — l 
V (gh-fJc)xx — Ji' 
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COEOLLAEIUM 2 
78. Cum sit y = erit 

unde, si formula integralis ita exhibeatur 

neccesse est sit fk — gh > 0; sin autem ita exprimatur 


oportet sit gJi — fk> 0. 
79. Eeferatur forma 


h—fyy ’ 

EXBMPLUM 1 


+ {fk — gTi)xx 

ad casum III, et quia est /”> 0, sumi debet g<0, 7i > 0 et 7;<0, unde 
obtinetur 


Jl k00 ' k _ ^ 

est vero ex casu III (§ 40) 

/fc -1/ 1 +«:£^ _ fy y 1 (i - ^ [t‘] ’ 

^ r h — {fk—gh)xx fk—gJi’ fk—gh-*-*- fk \ r h /L fk J 

ubi, cum sit fk > gh, iterum casus VI occurrit. 

INTEaEATIO CASUS VI 


h — ih00 




'h — Jc00 


f JJ fk—gh _ sy {fk — g'h) \ f fk-gh 

k ^ f~gss y{fk—gK) fk \ yh{f — gzzy fk - 

80. Si ellipsin in aliam sui similem invertamus, erit 




h — kss 
fk 


0 


yf(h^]c00)\ 


fJc 


h ^ f — ' Icyfh fJc—gh\ yh(f — Lfh — ghJ’ 

Leonhari)! Euleri Ox)era omnia 1 20 Oommentationes analyticae 37 
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quod integrale cum superiori § 41 comparatum egregiam suppeditat arcuum 
ellipticorum relatiouem. Sit autem semiaxis 

flc , 1 / ^ j . 

jK—gli y h Ti 

erit 

y h — k s0 -i/6 — 

f — gss V f a — (a — l)tt 

ob gh = unde fit 

/7<.(1 - 1 ) W + /7a(l - W + («-!) = « 

Sumtis ergo duabus variabilibus ^ et « habebitur 


+IJa(l- 1) lu]+n4- M 

-na(l- »)[.] W 




unde comparationes arcuum ellipticorum dudum a me demonstratae facile 
colliguntur. 

Si bic smnatur g negative, oritur casus III et turn formula 

Cl i/ i—gxx 

Jdxy 

ad casum VI referenda fuisset, quare non opus est, ut hunc casum evolvamus. 


EXEMPLUM 2 

81. Haec forma nisi invertatur, 


fdrV 

y (gh — fTc)xx — li 

ad casum XII reduci nequit, ubi esse debet f < 0 ; habebimus ergo 


fd.y-- 


‘ —fyg zs 

h-ylcss 


o+uy. 


h + k00 flc + gh 


■f + gsz 


h 


fdx]/ 


gxx - 


(fk + gh)xx — h’ 


verum nunc ad casum XI refertur indeque acquireremus casum IX iam 
supra inventum. 
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82. Verum forraulam 


EXEMPLUM 3 
CdrV ^-9^^ 

^ K h^{fk-gh)xx 

ad casum II reducamus, quod fit sumendo ^ < 0 existente f > 0 et 


X = 




ut habeatur 

/‘‘•'l/fer - C- T fcl/ 

^ ^ /i + Izzz h Y f — gz0 k ^ r A 4- {fk + gh)xx 

verum haec reductio non snccedit, nisi li < 0 , ita ut sit 

^ y h — icss '7c y f—gss 7: r — fic)xx 


existente 
eritque ex § 51 


X 


fix]/ -^±M^ — --fin — (■ 

^ ^ li+igh — fk)xx Yfk gh — fk \ Yh 


et 


YQi + — fk)xx) 


Yif-gzs/ 

fk f VQi + igh — fDxx) 

Yf{h-kzz) 


-fk 


Lgh-fhA 


Yif—gzz) 


unde casus VII colligitur. 


INTEGEATIO CASUS VII 


h — k0^ 


(7 4-^ ^-i / k — kzz _ gh — fk jj fk / Yfjk — kzz) 

k ’ f — ggz kYfk gh — fk^Yhif — ggs) / 

EXISTENTE gh>fh 


-fk 

Lg h — fk- 


83. Constat ergo hoc integrale parte algebraica et arcu hyperbolico 
bicque casus ad iani expedites de novo accedit. 


37 * 
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SCHOLION 

84. Hactenus ergo octo casus per valores reales integravimus, qui sunt 
II, ni, VI, VII, IX, X, XI et XII, et reliqui quatuor ita sunt comparati, ut 
per similes formas nullo modo integrari queant. Exigunt scilicet praeter 
pai-tem algebraicam duos arcus, alterum ellipticum, alterum hyperbolicum, ac 
pars quidem algebraica vel huius formae z vel huius z ]/ 

assumi potest; unde duo adhuc problemata evolvi conveniet. 


PEOBLEMA 8 

85. Invenire casus, quibus expressio aequatur quantitati alge- 

hraicae una cum dudbus arcubus sectionum conicarum. 


Posito 


erit differentiando 


SOLUTIO 


Sd>yf 




h + hzs 


az 




+ 9ZZ 

"h 4 ” Iczz 


■p z 


dZ — ~ P (Z*^ ~K1 — 2 K)gh)sz + (l — cc)gkg^') 

Qi -{-Tczz')'^ ']/(f -\-g 0 z') 


quae in duas partes formulis probl. 5. traditis contentas resolvantur. 


1. Ponatur 

Z=p f ^ g f zzdz 

(h + kzzf y(f + gzg) J + Jczz)i y{f + gsd) 

fierique debet 

(l-a)A— jp, fk + {l — 2a)gh = q, (1_„)^A; = 0, 
unde ob c = 1 evanesceret quoque p contra hypothesin. 


2. Ponatur 


^ (h + lzz)i Yif + ges) ^ QiJ^ iggj. 


fierique debet 

(l — a\fh,=pJ^gf^ fjcj^(l^2a)g'h = qg et (l—a)gTi = 0, 



41 — 42 ] 


AD EEGTIPIGATIONEM ELLIPSIS AO HYPERBOLAE 


293 


unde 


ideoque 


a-l, -nn-sh) 

9 9 




■\-gzz 


h + h20 


existente 


+ - / ly ^ fd<, 

y y hyy — f gh ^ r 1 — hxx 

y-yL+^" 


3. Ponatur 


Ji “4" 




et X 


+«/^ 


^0d^ 


(Jl + ksz)iy(f + g2g) ' y(f + ggg)(h + h00) 

ac fieri necesse est 

(1 — a)fh=p, A + (l — 2a)g1i = qh, (1 — a)gk = qk, 


unde deducitur 


a — 9'k — fk ^_fi9'h-fk) 


Quo circa liabebimus 




+gg^ 


ht kz 2 


c+t^ zi/LtMi A L fdy \/ 9-'i^yy , 9^-fk r. -i / 

gh y h-\-hzz g ^Vhw — f' ah ^ ah — fhA-] 


kyy — f gh 


gh — fk-\- hxx 


existente 




4. Ponatur 




'h + kzz 
f + gzz 


fierique oportet 

(1 — a)fh = p-{-qhh, A + (1 — 2a)gh = 2qhk, (1 — a)gk = qkk, 


unde deducitur fk — gh = 0 , quod est absurdum. 
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5. Ponatur 




+«/' 


‘d^Vif+gss). 


fiet 


(h + ]i00)iV(f+9ss) ‘ + 

(l^a)flv = qf, fh-\-{l — ^a)gl=p + qg et {l — a)gl = 0, 
unde nihil ob g' = 0 concludere licet. 

6. Ponatur 




(7i + ]/(/■ + ggz) 


f + gss 


(“ ds j/y + gus) _j_ „ r 
(h + ksz)^- ’^“•>'1 


zzdz 


y{f + gzz)(li + lsz) 


fietque 

(1 _ a)fh = qMi, A + (1 — 2a)^f7» =^9 + (1 — a)glc == 

unde pariter nihil colligi potest. 

7. Ponatur 

eritque 

(l — a)fli=pf, fk + (). — 20)911 =pg -y qh, (1 — a)glc == qJc, 
unde quoque nihil concluditur. 

8. Ponatur 

eritque 

(1 — a)fh=pf-\-q}ih, fk (1 — 2a)gh — pg 2q}ik, (1 — a)gk==qkk, 
unde elicitur 


a 


gh — fk 


, = 


fk-gh 


f 


Quare erit 


gh - - g 


h ■+ ^ 0^0 




existente 


f+g^^ 
0 


gh 


■kyy 


YQi + kzz) 

Plures combinationes idoneas instituere non licet. 



43-44] 


AD ElCTmCATIOFEM ELLIPSIS AC HYPEEBOLAE 


295 


COEOLLAEroM 1 


86. Ex hypothesi ultima sponte sequitur integratio casus I, quo est 
fh > gli\ ex casu enim II est 


fds]/' 


% + 


h 




fk—gli /Vif + gsz) 


gh 


( 


Vf 


1 


'—fh + gli 


f + gzs yifk—gli) 
delude ex casu VI est (§ 41) 

nf, (1 - . n) g] 

hincque colligitur 

INTEGRATIO CASUS I 


gh 


= C— ~ + _| L 

ffh ^ Ti -LZ’/y-w 


h + lc00 Vif^—gK) 
— gJh 

IcYfh gh 


h + hzB 

jj fh—gh i Vif^ gss) _ ^ 


gh 


Vf 


■fh + gh 
gh 


A sVl \ 

rai 

V V(h + kzsy 



COEOLLAEIUM 2 

87. Ex hypothesi n° 3 casus V deduci posse videtur, uude fit 


h + hs^ gh 
existente 


fh + gh — hxx 




sed liaec ultima formula ex casu VI confici nequit neque etiam ex hypo- 
thesi n° 2. 


COEOLLAEIUM 3 

88. Consideremus formam VIII, ubi g et Ji sunt negativa, fk > gh, atque 
w" 3 hue transferendo habebimus 


fd,y 


f—gzs 




.\/ f—g»^ 

gh y — h + Tc^z 



gh ^ y fh’—gh--hxx 
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existente 

et a>-y(f-gz,y. 

nunc vero est ex casu II 

fdy j/^+M = g JJ f^-9'h f Vif+Jiy y) 


existente 


f+^yy y(fJc—gh) 


gh 


Vf 


■)[ 


-fk + gh' 
gh 


deinde ex casu VI 

unde sequitur 


V{f+ hyy) = iVV^^-gh) ^ 

y^—h + kss) 


fk—gh — kxx kyfk'^ gh 


kyfk ah V ^ fk—gh) ’ 


-gh- 


INTEGRATIO CASUS YHI 


-Ji + h0z 




f-9^ 


f 


gh ^ —h + lci30 y(fh — gh) 


n‘ 


/zy(fk-gh) A 

~—fk + gh 


gh 


A yKf-9^^)\ 

tY 

\ y{fk-gh)) 

-gh- 


'.yfk gh 


SCHOLION 

89. Sic igitur casus duos novos I et YIII sumus adepti, ita ut tantuna 
IV et V supersint, quos ope sequentis problematis superare licebit. 


FKOBLEMA 9 

90. Invenire casus, quibus expressio aeqmtur qmntitati algelraicm 

Gum duobus arcubus sectionum conicarum. 


Posito 


SOLTJTIO 


fd^yt 


■ygz0 


h-\-kse 




h + kzz 
f+gzz 
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erit differentiando 

{f + g32)iy(h + l^s) 

cuius resolutio in duas partes idoneas sequenti modo instituatur. 
1. Ponatur 




4“ 


rdByoh+'k^d) 

(f 4^ a 


fietque 


{f + g33)^'\/{ll-{-l3s) ' if + gzs)^ 

f(f— ah) = qh, 2f(g — aJc)=p + qk, g(g — ah) = 0, 
unde colligitur 


g 

« = f, 2 = 


fifk-gh) 


hk 


, i> = 


■fifk-gh) 

h 


ac propterea 


Mi 


+gs3 


-{-Ttss 


G+V- f Aj/ pfcA A* y ft+yt-g*) 

h y f gss h ^ y k — gyy lik, '■' y 1 — gxx 


XX 


existente 


y 


-V 


'h + k33 
f + 933 


gyy 


et x = 


-gxx 


y if + 933) 


2. Ponatur 

Z-pf. 


B0dB 


+ 4 i 


33d3 


{f -{■ g33)^y{k + k33) J y{f g33){}l + k33) 


fietque 
hincque 

f f(gh-fk) , gh-fk. 

quare habebitur 


f(f—ah) = 0, 2f(g — ak)=p-+qf, g{g — ak)^qg 


)-\-lc0Z 
existente 


gh—fJc+Jcoox 
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3. Ponatur 


Z-pJ 




(f + gss)iyQi + 1c3S!) 


-f q/d^Y- 


% + Jc00 
f+g00 


fietque 

f(f—aK) = qfh, 2f{g — ah) ==_p + q{fk + gh), g{g — ah) = qgh, 
unde nihil conclndere licet. 

4. Ponatur 

r d0 ^ r 

J (f A- nzd\i'\/(hA-T{,zz\ 1/ 


0sd0 


fietque 


y(f + g0s)(li-\-h03) 


if + g00y y(h + h00) 

f{f— ah) = jo, 2f(g — ah) = qf, g{g — ah) = qg, 
unde nihil conclndere licet. 

5. Ponatur 

(Is y (Ji “ 1 “ hss) 




+ 2/1 


0sds 


fietque 


if + gzs)^ ' ^ yif + (h + hss) 

f{f—ah)=ph, 2f{g — ah)=:ph-\-qf, g{g — ah) = qg, 
unde nihil colligere licet. 


6. Ponatur 




f+g^0’ 


fieri debet 

f(f— ah) = jp/t + qPi, 2f(g — ah) =ph + q(fh + gh), g{g — ah) = qgh, 
unde colligitur 


ideoque 


gh — fh 
M 


fifh-gh) f 

’ hh 


h 






h + 1(00 
f + g00 


existente 


y- 


Vif+g^h) 
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COEOLLAEIUM 1 

91. Hinc omnes quatuor casus difficiliores derivari possunt. Primus nempe 
statim deducitur ex 6; uam ob flc>gh erit ex casu III 




'}i + (fJc—gh)yy 


existente 


gyy 


■-T- n~{^—yy 9) 


'gK 

-fk- 


tum veto ex casu II 
/h + kzz 


fdeY' 


f + gzz y(fk — gTi) 


A/ 

^ Vif+g^^y 

jj ( V(f + g^^) _{)[ gj^'] 

ah V l/f ’I ah . 


hincque 


INTEGRATIO CASUS I 


==i (7— ~ jj9A(i^ \ 

’ h+kzz hk ’ f-\-gs8 ghYgh f/c \ Vif + gssY 


fk 


Yif + gzsY 


-gh' 

/feJ 


I f_ jj f^-g^ ( Y(f+g^d) _ r —fk + ghl 0 

Y(fh — gh)'^ gh ^ Yf )l gh J 


COEOLLAEIUM 2 

92. Hie membrum medium per inversionem ellipsis abit in 


+ 


fk — gh jjfkf_ Yf \[fT \ , 

kYfk ^ gh \ Yif+g^f)^ ’ 


unde si g negative capiatur, pro casu V manifesto fit pro hyperbola. At 
sumto g negativo erit ultimum membrum ex casu III 


= _l_ ^ jj fk+gh A 

Y(fk + gk) gh \ 


fk + ghV fjlfk + gh} 

_ '|/(f-ffgg) \ [ fk +gh l 

Yf gh J’ 


unde deducitur 


TIJ-J.- • rrf^ — 9^ -,\V—fk + g'k~ 

1) Eto prmc^,: 9L~7jr"J 


Correxit A. K. 
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h + lcz0 


hh 


INTEGRATIO CASUS V 


— (7— ^-^/ h + lczs fk + g h jj j 


+ 


f 


Vifk + gh) 


n 


f-gzs 

fk - f' gk 
gh 


kVfk 


1 yf A 

[-/■/cn 

^Yit-g^d) / 

- gh A 


y{f-g^^)\ 

fk + gh- 

\ Yf ) 

- gh A 


COEOLLARIUM 3 

93. Per n° 2 construitur casus IV, quo Ji negative capitur. Erit enim 

existente 

a: = !/(/■+ 


•XX 

'fk—gh + 'kxx 


Nunc vero est 


■(fk + gh)-,/h JJ gh A g'h 1 

' gh V g fk~-^ qhV kJlfk + qhA 


k—gyy gh V g fk-{-ghV kJLfk + gh. 

h „fkA- gh /., V(k — qvv)\ r fk + ghl 

J J 


= + 


n 


existente 


y(fk + gh) gh 


0 


Yk 


et 


VQc-gyy) = y^^^ 

V jjgj 




-f-i-xx 




unde colligitur 


■fk—gh + kxx kYfk'^ gh^ ' fk + gh 
INTEGRATIO CASUS lY 
)//+?" 


■f¥ 


gh 


■hA- kzz 

n f^y -hA-kzz f jj fli + gh 

h^ f+gzs y(fk+gh)-^^ gh 


V(fk + gh)\ 

~fk+ghi 

^ Vk(f+gz0y 

- gh - 


kYfk 


(VHf+g^e) \ 

--fk- 

Wifk+g^) ' 

- gh - 
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COROLLAEIUM 4 

94. Si hie iusuper g sumamus negative, prodit 


INTEGRATIO CASUS VUI 




f—gzz 


h + kss 


-1 / — , f — fffe) __ ^ 

h ^ f—gzz yif'k—gli)'^ gh \yh(f—gzz) 

fh—gh jjfkU_ VKf—g^^) \ Vfjf 
lyfl gl^ yifh-g^'lgh- 


--fk + gh- 
gh 


hoeque mode omnes plane 12 casus expedivimus. 


CONCLUSIO 


95. Intelligimus ergo duodecim casus formulae eiiiiiJie- 

ratos in tres classes distingui, quarum quaelibet quatuor casus complectatur. 
Prima scilicet classis eos continebit casus, quorum integratio simplici arcui 
sectionis conicae absolvitur, sectinda vero eos, qui insuper partem algebraicam 
assumunt, at tertia classis praeter partem algebraicam duos arcus, alterum 
ellipticum, alterum hyperbolicum, postulat. Cum igitur in enumeratione 
casuum ad hunc ordinem non respexerimus, iam ita disponendi videntur. 


Classis 


Prima 


Secunda 


Tertia 


m 1 

VI I 

[xn I 

xi 

IX 

X I 

[vn J 

i ' 

IV 

V 

vin 


Integralia exprimuntur 
arcu elliptico 

arcu hyperbolico 

parte algebraica et arcu elliptico 
parte algebraica et arcu hyperbolico 


parte algebraica et duobus arcubus, altero elliptico, altero 
hyperbolico. 



INTEGEATIO AEQUATIONIS 

dx _ dy _ 

y{A + Bx+Gx^ + l)x^ + Ex^) ~ V(A + By+ Gy^ + By^ + Ey^) 


Commentatio 345 indicis Enestroemiani 

Novi Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 12 (1766/7), 1768, p. 3— -16 

Summarium ibidem p. 5 — 6 


STJMMARIUM 

Calculus integralis, ad tantam hodie summorum Geometrarum studio perfectionem 
evectus, insignibus mcrementis et subsidiis nunquam non ditatus fuit, quando ii aequationes 
differentiales solutu difficiliores, quarum integralia casu quasi vel per ambages et indirecte 
invenire ipsis licuerat, data opera meditation! subiecerunt metbodos scrutaturi directas ad 
eadem, de quibus aliunde iam constitit, integralia perveniendi. Aequationis propositae in- 
tegrale idque algebraicum et completum via admodum obliqua, cum in corporis ad duo 
centra virium fixa attract! mo turn inquireret, 111. Eulero invenire licuit, qua is excitatus 
occasione istam integrationem data opera est aggressus eamque suis meditationibus eo 
censuit digniorem, quo plura et praeclariora Analyseos artificia difficultatum, quibus ea im- 
plicari videtur, evolutio, cum neutram partem seorsim ne ad arcus quidem circulares vel 
logaritlnnos revocare liceat, polliceri merito videbatur. En igitur directam methodum eam- 
que substitutionibus et subsidiis analyticis notatu maxime dignis fundatam, qua propositae 
aequationis integrate eruitur cum priori perfecte congruous; quae cum sublatis difficultati- 
bus potioribus dubium non sit, quin excoli possit uberius et ad brevitatem magis concin- 
nam reduci, ad promovendos Analyseos fines plurimum momenti continere merito est censenda. 


1. Methodo admodum singulari atqne obliqua perveneram olim^) ad inte- 
grationem huins aequationis, cuius integrale idque adeo completum aequatione 


1) L.Euleri Oommentationes 251 et 261 (indicis Enestroemiani); vide p. 58 et 153. A.K. 
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mTEGEATIO AEQTJATIONIS 




■ga?+ Cx-^I>x^+ Ex'^) 


dy 

yiAi-By^€y'^‘^Dy^’¥Ey^) 


algebraica inter x et y contineri deprehendi. Quod eo magis mirum videtur, 
quod utriusque formulae seorsim integrale non solum non algebraice, sed ne 
per circuli qnidem byperbolaeve quadraturam exprimi potest. Turn vero id 
imprimis notatu dignum occurrebat, quod nulla methodus directa patebat 
istud integrale algebraicum eruendi. Nulla autem occasio magis idonea 
videtur fines Analyseos proferendi, quam si, quod methodo obliqua quasi per 
ambages elicuerimus, idem methodo directa investigare annitamur. Cum 
igitur nuper^) curvas definiverim, quas corpus ad duo centra virium flxa 
attractum percurrit, easque ad similem aequationem perduxerim, inde vicissim 
huius aequationis integrationem petere licebit; quod quomodo sit praestandum, 
hie explicare constitui. 


2. Ac primo quidem observo aequationem propositam semper in eiusmodi 
formam transfundi posse, in qua coefficientes B et D evanescant, quod qui- 
dem de alterutro ex elementis satis est notum. Ut autem ambo simul ad 
nihilum redigi queant, id talis formae est proprium; posito enim ^ — 
prior forma, cui quidem altera est similis, abit in hanc 

{tnh — na)ds 

'\/{A{ng+hY-\- +a)-+G(nz-\-l>yi^tis-\-ay-{-B(nz -|-&) (w^i + «)** + a)'*)’ 

in cuius denominatore terminos tarn ipsa quantitate z quam eius cubo / 
affectos destruere licebit. Prior conditio praebet hanc aequationem 

4:Anh^-\- BmW-\-^Bnah h-\-2 Cmahb -j- 2 Cnaah + SBmaah 4 j&Vwa‘*== 0, 

posterior vero hanc 

4cAn^b+Bn^a + 3Bmnnh -\-2Cmnna-{-2Gmmnb+3Bmmna+Bm^b + 4:.Eni:'a — 0, 
unde tarn ratio a : h quam ratio m : n elici potest. 


l) L, Euleei Commentatio 301 (indicis Enbstroemiani): Dc moH corporis ad duo contra 
virium fixa attreuM, Novi comment. acad.sc.Petrop.lO(l764), 1766, p. 207; IjEoniiaroi Euleri 
Opera onrnia, series 11, vol. 5; Commentatio 328 (indicis Enestrokmiani) : De motu corporis ad 
duo centra virium fixa attracM, Novi comment, acad. sc. Petrop. 11 (1765), 1767, p. 152; 
Leonbardi Euleri Opera omnia, series II, vol. 5; Commentatio 337 (indicis Enbstroemiani): 
ProWeme. Tin corps dtant attire cn raison reciproque quarrt'e des distances vers deux points fixes 
donne's, trouver les cas oil la courle dicritc par ce corps sera algdbrique, M^m. de I’acad. d. sc. 
de Berlin 16 (1760), 1767, p. 228; LEomARUi Euleri Opera ormia, series II, vol. 5. A. K. 



INTEGRATIO AEQTJATIONIS 

dx dy 

V{A -\-Bx-\- Gx^ + + Eaf) ~ A By + Gf + W) 

Commentatio 345 indicis Enestroemiani 

Novi Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 12 (1766/7), 1768, p. 3 — 16 

Summarium ibidem p. 5 — 6 


SUMMARIUM 

Calculus integralis, ad tautam bodie summorum Geometrarum studio perfectiouem 
evectus, insiguibus incremeutis et subsidiis nunquam non ditatus fuit, quaudo ii aequationes 
diflferentiales solutu difficiliores, quarum integralia casu quasi vel per ambages et indirecte 
iuvenire ipsis licuerat, data opera meditationi subiecerunt metbodos scrutaturi directas ad 
eadem, de quibus aliunde iam constitit, integralia perveniendi. Aequationis propositae in- 
tegrale idque algebraicum et completum via admodum obliqua, cum in corporis ad duo 
centra virium fixa attracti motum inquireret, 111. Eulero invenire licuit, qua is excitatus 
occasione istam integrationem data opera est aggressus eamque suis meditationibus eo 
censuit digniorem, quo plura et praeclariora Analyseos artificia difficultatum, quibus ea im- 
plicari videtur, evolutio, cum neutram partem seorsiin ne ad arcus quidem circulares vel 
logaritbmos revocare liceat, polliceri merito videbatur. En igitur directam metbodum eam- 
que substitutionibus et subsidiis analyticis notatu maxime dignis fundatam, qua propositae 
aequationis integrale eruitur cum priori perfecte congruens; quae cum sublatis difficultati- 
bus potioribus dubium non sit, quin excoli possit uberius et ad brevitatem magis concin- 
nam reduci, ad promovendos Analyseos fines plurimum moment! continere merito est censenda. 


1. Methodo admodum singulari atque obliqua perveneram olim^) ad inte- 
grationem hums aequationis, cuius integrale idque adeo completum aequatione 


l) L. Euleri Commentationes 251 et 261 (indicis Enesteoemiani) ; vide p. 58 et 153. A.K, 
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algebraica inter a; et «/ contineri deprehendi. Quod eo magis mirum videtur, 
quod utriusque formulae seorsim integrale non solum non algebraice, sed ne 
per circuli quidem htyperbolaeve quadraturam exprimi potest. Turn vero id 
imprimis notatu dignum occurrebat, quod nulla methodus directa patebat 
istud integrale algebraicum eruendi. Nulla autem occasio magis idonea 
videtur fines Analyseos proferendi, quam si, quod methodo obliqua quasi per 
ambages elicuerimus, idem methodo directa investigare annitamur. Cum 
igitur nuper^) curvas definiverim, quas corpus ad duo centra virium fixa 
attractum percurrit, easque ad similem aequationem perduxerim, inde vicissim 
huius aequationis integrationem petere licebit; quod quomodo sit praestandum, 
hie explicare constitui. 

2. Ac primo quidem observe aequationem propositam semper in eiusmodi 
formam transfundi posse, in qua coefficientes B et D evanescant, quod qui- 
dem de alterutro ex elementis satis est notum. Ut autem ambo simul ad 
nihilum redigi queant, id talis formae est proprium; posito enim x = 
prior forma, cui quidem altera est similis, abit in hanc 

(mb — na)ds 

y{A{ns-{-by-{-B(n0-\-hy(ms-\-a)-\-O(nz-\-hy{mz-\-ay+JD{ns-{-b)(m0-\-a)^+E(mit + a)^’ 

in cuius denominators terminos tarn ipsa quantitate 0 quam eius cube 0 ^ 
affectos destruere licebit. Prior conditio praebet hanc aequationem 

4:An¥ Bmb^-y BBnab 6 2 Gmabb + 2 Gnaab BBmaab + Dna^-\-‘^Bma^= 0, 

posterior vero hanc 

4:An^b-{- Bn^a + BBmnnb -\-2Gmnna+2Gmmnb+BDmmna+Dm^b + 4:Bm^a = Q, 
unde tarn ratio a ; b quam ratio m : n elici potest. 


1) L. Euleri Commentatio 301 (indicis Enbstroemiani) : De motu corporis ad duo centra 
virium fixa attracti, Novi comment, acad.se. Petrop. 10(1764), 1766, p.207; Leonsarsi Euleri 
Opera omnia, series II, vol. 5; Commentatio 328 (indicis Enestrobmia.ni): De motu corporis ad 
duo centra virium fixa attracti, Novi comment, acad. sc. Petrop. 11 (1765), 1767, p. 152; 
Leonsardi Euleri Opera omnia, series II, vol. 5; Commentatio 337 (indicis Enbstroemiani): 
ProhUme. Un corps dtant attire en raison reciproque quarr^e des distances vers deux points fixes 
donnes, trouver les cos oit la courbe dicrite par ce corps sera dlgfbrique, Mem. de I’acad. d. sc. 
de Berlin 16 (1760), 1767, p. 228; Leoneardi Euleri Opera orrmia, series 11, vol. 5. A. K. 
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3. Ponamus enim a = bp et m = nq, ut habeamus has aequationes 

4A-{- Bq-jr 3Bp -\-2Cpq + 2Gpp + BJDppq + Bp^ + 4Bp^q = 0, 

4:A-\- BpA- 3Bq A-2Cpq + 2Cqq + BDpqq + JDq^ + iEpq^ = 0, 

quarum differentia per p — q divisa praebet 

2B -j- 2C(p + ?) + B(pp + 4:pq + q^) + AEpqi^p q) = 0. 

Turn vero prior per q [multiplicata] demta posteriore per p multiplicata dat 
divisione per p — q facta 

— ^A — B{p A- q) + I)pq{p + ?) + AEppqq = 0 ; 

statuamns nunc p + 2' = ^ et ex aequationibus 

2BA-2Gr + BrrA-2I)s + ^Ers = 0, 

— 4:A — Br + Brs + AEss = 0 

elidendo adipiscimur banc aequationena cubicam 


+-D' 

-BBB ' 

— BBB 

+ B^ 

-AG BE 

s^ + ^BGE 

s" + 4^(7D 

s —AABG 

A-8BEE, 

— BABE, 

— BABE, 

+ BAAB, 


unde incognita s definitur, quod igitur tripHci modo fieri poterit. 


4. Cum igitur sine detrimento scopi praefixi coefficientes B et B nibilo 
aequales assumere bceat, quaestio nostra in integrab buius aequationis inve- 
niendo versatur 

djf 

y{A + Cxx + BxA ~ y{A + Gyy + Df) ’ 

quam boc modo repraesentemus 

dx ~,/A +■ Oxx -f Dx^ 

dy y A + Gyy + Dy*’ 

unde relationem inter variabiles jr et ^ generatim elici oportet, id quod 
sequenti modo praestare conabor. 
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INTEGEATIO AEQUATIONIS 


dx 




y(A + Bx-^Cx^+ Dx^+ Ex‘^) Y(A-hSiji^Of- + D 4. yi) 


5. Ponamus primo x==ynpq et y = yn~~-] erit 


+ jJ^g) ^ V<qd p~pdq) 

dx _ q{qdp -\- pdq) 
dtj qdp—pdq 

A + Cxx + Do e^ _ qq{A -f nCpq + nnDppqq) 

^ Cyy Bi/ Aqq -i- nCpqy^ nnUpp ^’ 

qdp + pdq ^ t/A +■ n Cp q + nnDppqq 
qdp — pdq V Aqq -f nCpq + nnDpp ’ 

ubi nunc numerus n ad commodum nostrum assumi potest. 


bincque 

Porro autem est 

unde fit 
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6. Sit brevitatis gratia 


erit 


A -f- nCp q + nnDppqq P + Q 

Aqq + nCpq + nnJDpp “ P —~Q’ 


4r = A( ! + gg) + ^nCpq A nnPppjl + qq) ^ (A -j^nDppXl + qq) + 2nGpq 
Q A(1 - qq) - nnDpp(l - qq) _ nnDppXl - qqj' ' 

Turn vero ob 


obtinebimus 


qdp + pd q _ 1 /P + Q 
qdp— pdq Vd—q 


= yil±J^)±y(^ - <?) _ P + V(PP - Q Q) 
pdq y(p+ Q)-y{D- Q) 'q 


pdq ^ P — y{DD — QQ) 
Q-dp Q 


7. Omne lam momentum versatur in idouea substitutione; atque equidem 
nac utendum observavi 

q = u + y(uu~l), unde fit = ^ 

et porro ^ 

l + g2 = 2y«, l — M = — 2qy{uM-l), 

Lbonhabdi Euleei Opera omnia Isio Commentationes analyticae 39 
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INTIGRATIO AEQUATIONIS = - [6—7 

y(.A+Ba: + Cx‘‘ + Dx^+£x‘) YjA+Bt/ + Cp- + Sy^ + 


ex quo conficitur 


P (A + nnDpp)u + nCp 

Q {nnDpp — A) 'j/(uu — 1)’ 


ac nunc quidem pro n unitatem commodissime assumi evidens est. Cum 
ergo sit 

P _ (A + Dp p)u + Cp 
Q iPpp — A) 'f/(uu — 1) ’ 

erit 

y(PP — Q Q) YjiABppuu + 2Cp{A + Dpp)u + CCp p + (Dpp —A)^) 

Q {JDpp — A) y (till — 1) 

ita ut nostra aequatio integranda sit 


pAu ^ (A + Bpp)u + Cp — y{AABppuu + 2 Cpu(A + Bpg) + C Cpp (Bpp — Af) 
dp Bpp — A 


8. Ista formula irrationalis hoc modo repraesentetur 

ydipuYAB + AA±pm>)'+ 

f 2yAB ’ ^AB ) 

ac ponatur 

2puyAJ) + ^^AAB pp) _ {J)pp - A)sy i4:AB - CC) 
2yAB 2yAB 

unde fit ipsa formula surda 


et 


hincque 


(Bpp - A) yjiAB - CC){1 + ss) 
2 yAB 


C(A + Bpp) (Bpp - A)sy(4:AB - GO) 
AABp ' 4.ABp 


(A + I)pp)u+ Gp = - - A)^ + (A + Bp^(Bpp - A)s y(4AB - CO)^ 


ita ut iam nostra aequatio sit 


pdu — C (Bpp 

dp 


A) + (A + Bpp)sy(AAB 
AABp 


CC) 


y(4.AB-CC )(l + ss) 
2 yAB ~ 
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9. Inde vero colligimus 

, _ - Cdp(Dpp-A ) sdp(A + Dpp )y(4AI)-CC) dsjDp p - A)Y{iAJ) - CO) 
^ 4zAI)pp iADpp \ADp 

ita ut obtineamus 


pdu _ -C(D p p-A) s(A + Dp p) y(4 AD - CC) dj(Dpp - A)y(4ATJ - GG) 
dp 4Ai)p '' iABp 4 AD dp ’ 

qua formula praecedenti aequata coramodissime usu venit, ut plerique terixiini 
sponte se tollaut indeque exsurgat baec aequatio 


ds{Dpp - A) y ( 4AD - CC) _ -j/(447) - W)(l + ss) 
‘^^Ddp yyAD 

unde nascitur 


ds _ -2d py AD ^ 2 dpyAD 
1/(1 +ss) Dpp — A '^A — Dpp’ 


cuius integrale in logarithmis est 

ita ut habeamus 

^ yA-p-yD 

hincque 

s = ~ ~ , 

2a [A Dpp) 


10. Quodsi hinc regrediamui% reperiemus 


u ■■ 


cj A + Dpp ) (yj. - pYd)^ - aa(yA+p yDf ^ 

lADp ^ ^ y^Dp V{4.AD 


CO), 


unde definiri oportet q^u-yy{uu — l). Sed quia Mnc fit reati- 

tuendo p = xy et 7 = y aequatio nostra integralis completa est 


+ yy ^ — C { A + Dxx yy) 
2xy ItADxy 


( YA — x yypy — aa(yA 4 - xy YDy. 

8ccADxy 


V{4AD - CC) 


39 * 




seu 

4:AI)(xx + yy) + 2 C{A + Bxxyy) 

= (i^A — xy VbY — ccaiyA + xijVBy), 

quae evolvitur in hanc 

4AI)(xx + yy) + 2C(A -{- Bxxyy) (1 — acc)A — 2 (1 + ucc)xy YAD + (l — aa)Dxxyy 

Y{4AB -00) ~ a 


et ponendo 
prodit 


|/(4^J-CC) 

mC 

4AB(xx 4- yy) + 2C(A + Bxxyy) 


( (1 + mm)0 0 — 4AB){A + Bxxyy) — ^{{m m — 1)00 + 4AB)xyYAI) 

mC 


11. Ne casus, ubi VAB fit quantitas imaginaria, turbent, iuvabit integra- 
tionem alia via, quae ipsa destructione terminoruru § 9 observata innitatur, 
investigare. Scilicet proposita aequatione 

dx _ -,/ A + Cxx + Ex^ 
dy y A -\- Cyy + Ey*‘ 

fiat x^Ypq et 2/ = ]/^, ut bine obtineatur 

pdq F -Y{PF- QQ) 
qdp Q ' 

existente 

— — (-^ + + gg) + 2 Cpq 

Q {A — Epp)(l — qg) 

Ponatur nunc g = « + Yiuu — 1), ut sit 

1 + S'2' = Sg-w, 1 — qq=.2qu — 2,qq = — ^qViuu — 1); 
erit 

^ du jY _ ^(A + Epp) + Op 

S' Y(uu—l) Q {Epp — A^(uu— 1)’ 

unde resultat haec aequatio transformata 

^ m(-^ + Bpp) Op ~ Y(4AEppuu + 2 OpujA + Ep p) + OOpp + {Epp — A)^) 

dp _ A 
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Ax 


di/ 


y(A -f B a: 4- Cx^ Ex‘^) VjA + J5 ?/ -f Cy'^ + IJ >/' E if) 
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12. Hac aequatione in ordinem redacta et posito brevitatis gratia 
membro irrationali =yM fiet 

udp(A Epp) + Cpdp — pdu(Epp — A) = dpYM 

ac reiecto priinum hoc membro irrationali reperitur integrale 


(7 ~f" 2 JEpu 
Epp — A 


= Const. ; 


cuius constantis loco autem sumatur quantitas variabilis s, ut sit 

s{Epp-A)-C 


2 Epu -f- C = s(Epp — A) et m = 
atque hinc membrum rationale fit 

— ds{Epp — A) 

et formula irrationalis 


iEp 


2E 


ita ut nunc sit 


seu 


cuius integrale est 


ds 


{Epp — A) = dp yE(Ass + Os + E) 


ds 




yjE(Ass + Os + JS) JEpp — A 


yAE^yV^+ yA{Ass + Cs + E)) = Const. 

13. Haec aequatio ergo redit ad banc formam 

AsA-GAYAiAssA GsAE) = a = T, 

2 ^ pYe-Ya 

unde elicitur 

AE^ TT—T(^AsA G)a\GG 

seu 

2 As A G= ^T+\CG-AE _ aa{pYE + YAf + {\GC- AE) {pAE - YAf 
1 cc (Epp — A) 
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dy 


ViA+Bx + Cx^Jr Ex ^) ViA->r By + Cy ^ + Dy ^ ^ Ey ‘^) 


[ 10-11 


Cum nunc sit j) = a;*/ et y = erit 


ex quo eificitur 


XX + yy , 
u = ‘ et s 

2 xy 


: + yy) + C 

Exxyy — A ’ 


existente 


et 


ideoque 


2AE{xx A yy) + CExxyy A AC „ GG—AAE 
Exxyy — A ~ TT 

rr ocy^EA VA Exxyy + AA2xy VAE 

X tx * == Ct • r.- -—A 

xy yE — yA Exxyy — A 


A = J_ . Exxyy + A — 2 xy yA E 
T a Exxyy — A 


2AE{xx + yy) + C Exxyy AG = a{Exxyy + A) + 2axyyAE 
{Exxyy A- A) — ^i^^^^xyyAE. 


+ 


14. Ne unquam haec expressio involvat imaginaria, constantis a formam 
ita immutemus, ut sit 

QQ 4,JiE 

““1 = F seu 4:aa = 4:aF — CG -A 4rAE 

hineque 

2a = F+y(FFA-4AE— GC) et ±— E- ViFE + AAE - CC) 

^ 2 « CC-4.AE 

unde fit 

~ 2 '^{EE + 4.AE— GG) 

et 

2AE{xx + yy) = {F - C){Exxyy + Ai) -f- 2xyyAE(FF A- 4,AE - GC); 
sit nunc F— G=2G; erit 

AE{xx + yy) = G(A + Exxyy) + 2xyyAE(AEA- GG + GG), 

quae est aequatio integralis completa liuius differentialis 

^ dy 

y{A A Cxx + EoA) y{A + Gyy + Ey*^) ’ 
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11 — 12 ] 


INTEGEATIO AEQUATIONIS 


^ 

y{A-^Bx + Cx-->rl)x^-\- Ex^) ]/(^ + .gy+ Cy~ + By^ Ey‘^) 


ubi constans G ita accipi debet, iit formula irrationalis 

VAE{AE-^ CG+GG) 

non fiat imaginaria. 

15. Forma baec integralis adhuc commodior reddi potest ponendo 
G = Eff sicque fiet aequatio integralis 

A(o(;x + 2 / 2 /) = ff(A + Exxyy) + 2xyyA{A + Off + Ef), 

ubi f est constans arbitraria. Hinc autem elicitur 

_ Gff + ± + Cx x + 1^) 

^ A — Eff XX 

similique mode 

^ _ yVA{A+Gff+ En ±f]/A{A+ Oyy + l^y^) 

A-Effyy 

Quae formulae cum iis, quas olim^) dederam, perfecte consentiunt. 


16. Integrale hie quidem aequationis differentialis propositae methodo 
directa sum consecutus, verumtamen diffiteri non possum hoc per multas 
ambages esse praestitum, ita ut vix sit expectandum cuiquam has operationes 
in mentem venire potuisse. Ex quo haec ipsa methodus, qua hie sum usus, 
plurimum in recessu habere videtur neque ullum est dubium, quin earn dili- 
gentius scrutando aditus ad multa alia praeclara aperiatur ac fortasse alia 
nova methodus idem praestandi detegatur, unde non contemnenda subsidia ad 
Analysin perficiendam hauriri queant. 

17. Operationes hie adhibitae aliquantum variari possunt, quod probe 
perpendisse usu non carebit. Propositam scilicet aequationem differentialem 
ita refero 

ydx ^ -t / Ayy + Cxxyy + Ex^yy ^ -. / P + <3 
xdy y Axx Cxxyy A Exxy*^ V P — Q' 

ut sit 

• ^ + Exxyy) (xx + yy) + 2 Cxxyy 

Q y {A — Exxyy)(yy — xx) ’ 


1) L. EuiiBRi Commentatio 261 (indieis Enbstkoemiaot) ; vide p. 153. 


A. K. 
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INTEGRATIO AEQUATIONIS = -r— 

ViA + Sx + Ox'^+lIx^+Ex^) y(A + By + Cy^ + I>y= + -By*) 


[ 12—13 


eritq-ae 

ydx + xdy _ y(P+Q) + y(P-Q) _ P + y(PP-QQ) 
ydx - xdy |/(p + ^) - ]/(P - Q) Q 

turn etiam 

ydx — xdy P — ]/(PP — QQ) 

ydx + xdy Q 

Faciamus nunc hanc substitutionem 


erit 

deinde 


unde fit 


atque 


unde fit 



i_i/i 

y) 

y = 

% 

ii 

v+ry 

xy ==pp, 

xx + yy 

= 2 ppg', 

yy- 

— XX = 

2 ppy{qq — l) 

1 

dq 

p-f- 


dp 

dq 

X jp 

2 y{qq- 

tJu 

- 1 ) 

y 

“7 + 

2 y{qq—l) ’ 

dp 

dq 





ydx p 

21 /( 22 - 

^ et 

ydx - 

- xdy 

-pdq 

xdy ^ 

[ dg, 

2 V( 22 - 

"i) 

ydx + xdy 

•idpyiqq-l) 


■P ^ 2(^ + Pp*)ffPg+ 2 Off* ^ (A + PJp^) q+_Cpp_ 
Q 2 (A- Pp*)pp y(qq-l) (A- Ep*) y (2 q — ij ’ 


l/(PP — QQ) ^ y(4AEp*q q + 2Cppq(A + Ep*) + CCp* + (A - Ep^) 
^ {A-Ep^)y(Siq~l) 


18 . Sit pp = r eritque ob y = — 

D = -L + Err) q-\- G r — y{4AErrqq + 2 Crq{A + Err) A- CGrr + (A — Errf) 
dr ^ T^G^Vr ^ 

sive 

rdq{A — Err) + qdr{A + Err) + Crdr 
= drV [^AErrqq + 2Grq(A + Err) + CCrr + (A~ Errj ) . 

Quantitas vinculo radicali implicata ita exbibeatur 

-^{UAAEErrqq + ^ACErqiA + Err) + iACCErr + AAE(A - Errf) 
= lis ii^^^rq + C(A + Err)y + (4AE- GO) (A — Erry) . 
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dy 


y (A + B X + G D Ex^) ]/(J. + jBj/T -j- Gy~-\- Dy^'^ Ey‘^) 
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Ponamus ergo 

4.AEry + C{A + Err) = s{A - Err)V(4.AE~ CC) 
eritque formula surda 


et ob 


(A - Err)y(4AE-CO)(l + ss) 
2yAE 


sV(4AE- CC) - 

erit differentiando 

j i//A Av nn\ iAAE(rdq + gdr) ~ iAEEr^dq -{■ 4:AEErrqdr + 4:ACErdr 
as V[4:AE 00 j : ( J. — Er^^ 

ideoque 

rdq(A — Err) + qdr{A + Err) + Crdr = 
quod cum sit ipsum prius membrum uostrae aequationis, cui aequalis est 


habebimus 


^yAE 

cuius integrate est 

unde fit 

Est vero 
atque 
hincque 


dr {A - Err) YjAAE - CC){1 + ss) 

2yAE 


ds 


A -Err |/(i f ««?)’ 

s+v(i+ss)-.yA-±A^, 

' ' yA-rVE 


^yA "1” ry E^^ 

— aa y -T— ) 

\yA - ryE/ 


■2as- 


s — 


yA + ryE 
yA — ryE 

AAEqr -f- C ( J. + Err) 

ITZ^rr) y{4.AE -~CC) 

XX + yy 


r —pp = ^y et q 


2xy 


2AE(xx + yy) + G {A A Exxyy) 

{A — Exxyy) y(4:AE — CC) 
Lkonhardi Euleri Opera omnia 1 20 Gommentationes analyticae 
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y(.A + 3x + Cx'^+ Dx‘+ Ex’) -\/{A + By ■{■Cy'‘+ Dy^Jr Ey^) 


19. Idem expedite possumus sine substitutione nova; statim enim ac 
pervenimus ad banc aequationem 

rdq(A — Err) + qdr{A -j- Err) + Grdr 

_ ^^-,/(4AErq + C(A + Err))^ + (4AE - CC) (A - Errf 
y iAE 

notetur esse membrum prius 


(A — Errf , iAErq + C(A + Err) 


4.AE 


A — Err 


posterius veto ita exprimi posse 


/ iAErq + C{A + E rr 

2 T/AE ^ ^ ^ .4 — Err 


^yae y V 

unde posito brevitatis gratia 


ideoque 


4.AErq + C{A + Err) 

A — Err ^ 

ca+ w) 

dv 2dryAE 

y{iAE— CC Avv) ~ A^^rr ' 


20. Aliud specimen buius reductionis datums considerabo banc aequa- 
tionem 

dy 

y{Bx H- Cxx + Ex^) ~ y(By + Cytj + Dy^) ’ 

quam ita repraesento 


ut sit 

seu 

eritque 


ydx ^ -x /Bxyy -P Gxxyy -P JDx^yy /P -f Q 

xdy y Bxxy -{- Gxxyy -j- JDxxy^ V P — Q’ 

— = t- 2Cxx yy + Bxxyyix -f y) 

Q Bxy{y — x) A Bxxyyix — y) 

B _ {B -f Bxy) jx A y) A ^ Cxy 
Q {B - Bxy)(y — x) ’ 

ydx — xdy P -f y(PP — QQ) 
ydx -f xdy Q 
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dx 


dy 


y{A-{-Bx->rCx'^ +lJx^ + Ex^) V^A + By + Cj/'-' + Dy^ + Ey^) 


21. Statuatur nunc 



X =pip;-\- Viuy' — 1)) et y = p [u — 

erit 

dx dp . du dy dp 

X ~~ p ”^ ■)/(««- 1 ) ® y ~ P 

hincque 

1 1 

1 

1 g 


ydx + xdy dpY^uu-l) 

Deinde ob 


xy=pp et X y = ‘^P'i*, y — x = — 

erit 

P (B + Dpp) u + Cp 


Q — (B— Dpp) Y(uu — 1) 

ideoque 



du 


pdu (B +• Dpp)u + Op — Y(ijBDppuu + 2 Cptc(B + ^PP) + GCpp + (B — jDp p)^) 

dp Dpp — B ’ 

unde fit 

udp{B + Dpp) — pdu(Dpp — B) 4- Cpdp = dpV { — ). 

Prius membrum est 


c 


(B — Dppjd. - 


pu + + I^PP) 


jB — Dpp 


sen 


(B — Dppy 7 4:BDpu + + Dpp) 

a. ^~zr^ ^ 


at qnantitas signo radicali involnta ita scribi potest 

(lQBBDDppuu-j-8BCDpn{B + Dpp)-{-4.BCCDpp + 4Bi)(B - Dppy) 


= ((iBDpu + C{B + Dpp)y + (4BB - (7(7) (B - Dppf) , 


ABD 

unde membrum irrationale erit 


T/(4 B J - CC + + ^») )' ) . 

2yBD ' ^ ^ B — Dpv J J 


Dpp 
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dx 


d y 


VjA + Bx + Cx^+Zlx^+Ex^) Y(A + Bt/+ Cf'^+ D{/’ + Ey') 


[15-16 


Qaare posito breyitatis gratia 


erit 

iBDpu + G(JB -f- Bpp) 

B-Dpp 

unde fit 

iBD a/uBi) y[^^^ — CC+ss), 

et integrando 

ds 2dpyBI) 

VUBD -GG+ss) B-Dpp 

ideoque 

s^y{4.BD-GC+ss)^ a- + 

ys-pyn 


ABI)-CC=aa 


-yB-pyB/ yjB-pyi) 



22. Fundamentum ergo harum reductionum in hoc consistit, ut primo 
ponatur et 2/ = |-, turn vero pro q eiusmodi formula accipiatur, qua 

partes -x + y, xx±yy etc., quae in formula | insunt, quam simplicissimae 
reddaiitur. VGluti in casu § 17 sumsimus 

seu «}_» + ]/(»»_ 1), in nitinio vero i-u + V{uu-Vy, ibi nempe opus 

non erat, ui x-\-y rationaliter exprimatur, unde sufficiebat ipsi qq formam 

u^y{uu-y tribui, bic vero necesse erat, ut ^ + ^ rationalem consequatur 
valorem. ^ 


23. Denique casum 
ponitur baec aequatio 


quam ita refero 


simpliciorem praetermittere 

dx ^ dy 
y{A + Gxx) y{A + Cyyy 


non 


ydx _ -y /Ayy + Gxxyy ^ -|- g 

xdy V Axx 4 - Gxxyy ~ V P'ZTo’ 
posito ergo ^ 


possum, 


quo pro- 






FF + 2GFxy — AA -)- AC{xx + yy). 

Sicque haec comparatio inter x et y, quae alias per logarithmos vel arcus 
circulares ostendi solet, hie algebraice est eruta. 
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Commentatio 347 indicis Enestroemiani 
Novi commentarii acad. sc. Petrop. 12 (1766/7), 1768, p. 42 — 86 
Summarium ibidem p. 9 — 10 


SUMMARITJM 


Insignia sunt et miro cum ingenii acmnine excogitata, quae 111. Comes Fagnanus de 
comparatione arcuum curvae lemniscatae elicuit quaeque non minori sagacitate circa arcus 
ellipticos atque etiam byperbolicos inter se comparandos est commentatus. Metbodum illius 
Geometrarum attentione dignissimam iam pridem in bisce Commentariis 111. Euleeus suis 
meditationibus non illustravit modo, sed longe etiam reddidit generaHorem metbodum ex- 
ponendo planam a substitutionibus admodum molestis, quibus Fagnanus usus est et quarum 
ratio inventionis prorsus est obscura, liberam atque generalissime omnes istorum arcuum 
comparationes in se complexam, cuius ideo beneficio ipsi in gravissimo boc negotio multo 
longius progredi licuit. Ad duo vero potissimum capita arduam sane banc quaestionem 
revocare licet, dum scilicet demonstravit Cel. Eueerus prime quidem onanium curvarum, 
quarum rectificatio bac integral! formula contineatur 

r ^dz 

J ViA + Gz^ + Ez^)’ 


arcus perinde atque circulares inter se comparari posse, ita ut sumto in istis curvis arcu 
quocunque ab alio quovis puncto arcus geometrice abscindi possit, qui ad ilium rationem 
quameunque rationalem teneat; deinde vero in curvis, quarum rectificatio ab ista formula 



+ etc.) 

}/(A + Cz^ + Ez^) 
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10 -] 

pendeat, omnia ea aeque felici successu expediri, quae iam pridem circa comparationem 
arcnum parabolicorum praeclara snnt inrenta, ita nt in modo memoratis curvis snmto area 
qnocunqne ab alio quovis pimcto arcus abscindi possit, qui ab illo vel a quovis eius mnl- 
tiplo quantitate difFerat vel geometrice assignabili vel a circuit byperbolaeve quadratura 
pendente. 

Insigne vero 111. Auctor profiindissimae huic investigationi incrementum attulit metho- 
dum suam ad istas quoque formulas extendendo, qui expressionem surdam magis complicatam 

-/(A + 2B0 + C^^ + 2JD0^ + U0^) 

involvunt; quo ipso latissimus aperitur campus in aliis pluribus curvis similes comparationes 
instituendi. Quod argumentum cum non ad curvarum modo naturam profundius scrutandam 
summum praestet usum, sed largissimam quoque gravissimarum ad Analysin perficiendam 
observationum messem sistat, in praesenti dissertatione plene evolvitur; cui si addantur ea^ 
quae 111. Eulerus in Calculi sui integralis typis in Academia nostra exscripti VoL I Sect. II 
Cap. V et VI de istis formulis integralibus est commentatus , gravissimam quaestionem ad 
insigne Aiialyseos incrementum in plena luce positam esse est, quod laetentur Geometrae. 


1. Quae de comparatione arcuum circularium ex elementis sunt cognita et 
quae Illustr. Comes Fagnanus de simili comparatione arcuum curvae lemnis- 
catae mira sagacitate elicuit, ea, uti iam aliquoties^) ostendi, ita generalius 
enunciari possunt, ut, si cuiuspiam lineae curvae arcus indefinite per hanc 
formulam integralem exprimatur 


A 


m2 


y(A+C20+E2^y 


turn in ea curva snmto arcu qnocunq[ue ab alio quovis puncto arcum geo- 
metrice abscindi posse illi arcui aequalem. Atque bine etiam proposito arcu 
quocunque ab alio quovis puncto arcus abscindi poterit, qui illius arcus sit 
duplus sen triplus seu qui in genere ad eum rationem quameunque ratio- 
nalem teneat. Unde consequitur omnium curvarum, quarum quidem rectifi- 
catio ista formula contineatur, arcus perinde atque arcus circulares inter se 
comparari posse. 


l) L. Euleri Commentationes 251, 261, 264 (indicia Enesteobmiani) ; vide p. 58, 153, 201. 

A. K. 
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2. Deinde quae de comparatione arcuum parabolicorum iam pridem sunt 
inyenta et quae simili mode 111. Comes Fagnanus circa arcus ellipticos et 
hyperbolicos summo acumine praestitit, ea deinceps tarn late patere demon- 
stravi, ut pari successu ad omnes curvas, quarum arcus indefinite per banc 
formulam integralem 


rch (t + 93^^ + (£g" + + etc.) 

J y{A + G00+Dz^) 


exprimatur, extendi queant. Sumto scilicet in tali curva arcu quocunque ab 
alio quovis puncto arcus abscindi poterit, qui ab illo arcu diflferat quantitate 
geometrice assignabili. Turn yero etiam abscindi poterunt eiusmodi arcus, 
qui ab arcus propositi duplo, triple yel quoyis multiple differant quantitate 
geometrice assignabili. Quin etiam illud punctum, unde arcus abscindi oportet, 
ita capi poterit, ut haec differentia plane in nihilum abeat. 


3. Quaecunque ergo circa arcus parabolicos iam olim sunt praestita, eadem 
quoque in omnibus curyis, quarum rectificatio ad istam formulam integralem 
est reductibilis, pari successu expediri poterunt. Cum autem Comes Fagnanus 
ad has mirabiles comparationes per substitutioues admodum molestas, et 
quarum ratio inyentionis ne quidem perspiciatur, peryenerit, ego methodum 
planam aperui, quae quasi sponte ad easdem comparationes manuducat. Atque 
ista methodus etiam multo uberius hoc negotium conficit, quod generalissimo 
omnes comparationes in se complectitur; aequivalet enim integrationi completae, 
quae simul constantem arbitrariam inyolyit, dum illae substitutioues tantum 
integrationes particulares relerre sunt censendae, quam ob causam mihi quidem 
huius methodi beneficio multo longius progredi licuit, uti ex aliquot speci- 
minibus, quae iam dedi, luculenter apparet. 


4. Quemadmodum autem in his formulis, quas pertractayi, ista expressio 
surda l/(J. -f- A”/) implicatur, quae quidem iam casus solutu difficilli- 

mos complectitur, ita eadem ad expressionem surdam magis complicatam hanc 

y(A + 2Bz + + 21)0^ + 

extendi posse obseryayi; qua multo amplior campus aperitur similes compara- 
tiones in pluribus aliis lineis curyis instituendi. Neque yero haec inyesti- 
gatio tantum in lineis curyis tarn eximium praestat usum, sed etiam in Ana- 


« 
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lysi et Calculo integrali gravissima iacrementa largiri videtur; ad quae plenius 
excolenda ut viam sternam, erolutiones ad hanc formulam generaliorem perti- 
nentes diligeutius exponam. Hunc in finem proposita sit sequens aequatio 
relationem inter binas variabiles x ei y exprimens. 

AEQUATIO OANOmCA EXPENDENDA 
0 = « + 2/?(a; + 2 /) -f- + yy) + 2$xy 4- 2sxy(x -\-y) + txxyy 

5. Haec aequatio praeter binas variabiles x Qt y continet sex quantitates 
constantes, quae autem, cum tantum earuna ratio spectetur, ad quinque re- 
ducuntur, ita ut quinque determinationes ab arbitrio nostro pendentes recipere 
sit censendum. Deinde etsi haec aequatio ratione variabilium ad quatuor di- 
mensiones exsurgit, tamen utraque seorsim nusquam ultra duas ascendit, ita 
ut utriusque valor per resolutionem aequationis quadraticae exhiberi queat, 
id quod praesens institutum necessario postulat. Denique anabae variabiles 
X Qi y in banc aequationem aequaliter ingrediuntur, et etiamsi permutentur, 
nullam mutationem inducunt, ut utraque per alteram formula omnino simili 
exprimatur. Atque ob has rationes membra y^, x^-{-y'^ et xy(xx-\-yy) 
uti et altiores dimensiones omitti oportuit. 

6. Quodsi iam ex hac aequatione tarn valorem ipsius x quam ipsius y 
extrahamus, reperiemus 

^ — ^ — ^y — ^yy± — + 2 -t- yyy)(y + 2 ty + lyy)) 

— j3 — Sx — exx + ]/((^ Sx-^sxx)^ — {a-i-2 Px-\-'yxx)i'y-\-2 ex-\-^xx)) 

y 2sX + tXX 

Ponamus bi'evitatis gratia 

± + <^2/ + s2/2/)^ — (a -f- 2/?i/ + yyy) (y + 2ey + tyy)) = T, 

~l~ {(0 4" d'ic 4" ^XyX ^“ — (ct 4" yxoi^iy 4" Ssa; 4” 'Qxx^ = A, 

ut habeamus 

X = -^-^y—£yy+'^ _ -^-dx—axx+x 

y + ^Ey + tyy y-\-2ax^%xx 

ideoque 

^ dy-^Eyy-\-x{y -\-2ay -{-'Qyy), 

X= /? 4" 4- 2/(/ 4" 2ea; 4- 

Leonhardi Euleri Opera omnia 1 20 Oommentationes analyticae 
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7. Hanc aequationem canonicam differentiemus ac prodibit aequatio 
differentialis per binarium divisa 

0 = + -j- yxdx -f- dydx + 2exydx + eyydx + l^xyydx 

+ (ddy + yydy + dxdy + 2sxydy + Bxxdy + l^xxydy, 

quae cum reducatur ad banc formam 

0 == + dx{^ + <5'2/ + ^yy) + oodxiy + 2sy + ^yy) 

-|- dy(^^ dx -j- Bxx'^ -f- ydy{y — 2sx Qxx^, 

quoniam coefficientes ipsorum dx et dy sunt eae ipsae quantitates, quas modo 
pro formulis radicalibus X et T exhibuimus, ista aequatio differentialis erit 

Q=Ydx-\-Xdy sen = 

in qua cum variabiles a; et ^ sint separatae, si quidem pro X et T valores 
illos surdos substituamus, per integrationem inde banc aequationem finitam 
obtinebimus 

/$+/*- Const. 


8. Cum igitur baec aequatio integralis certam quandam relationem inter 

yariabiles x Qi y exprimat, ea a relatione in aequatione contenta diyersa esse 
non potest sicque ipsa aequatio canonica continebit istam aequationem inte- 
gralem. Etsi ergo in aequatione differentiali ^ = 0 neutra pars est 

integrabilis atque adeo neque per circuli quadraturam neque logaritbmos ex- 
pediri potest, tamen integratio algebraicam relationem inter ambas variabiles 
X Qt y praebet, propterea quod baec aequatio integrata cum ipsa aequatione 
canonica convenit. Quin etiam dico aequationem canonicam non solum casum 
particularem integralis praebere, cuiusmodi casus saepe aequationibus maxime 
complicatis satisfaciunt, sed earn adeo integrale completum secundum omnem 
extensionem exbibere. 

9. Ad boc ostendendum, in quo sine dubio summa vis buius integrationis 
agnosci debet, notasse sufficit in aequatione canonica una constante plus 
contineri quam in aequatione differentiali. Vidimus enim aequationem canoni- 
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cam quinque involvere constantes arbitrarias; unde examinemus, quot huius- 
modi constantes aequatio diflPerentialis complectatur. Manifestum autem est 
earn buiusmodi babere formain 

^ ^ ^ 

]/(A + 2Bx + Gxx-^2 Bx^ + Ex^) y{A + 2Bij+Cyy + 2 By^ + Ey^) 

in qua quidem etiam quinque constantes A, B, C, JD, E inesse videntur; 
verum evidens est unamquamque per divisionem tolli posse, ita ut re vera 
quatuor tantum inesse sint censendae. Quare cum aequatio integral is quinque 
continent, una arbitrio nostro relinquitur, quod est manifestum indicium 
integralis completi. 

10. Utcunque antem isti quinque coefficientes A, B, C, D, E se babeant, 
semper coefficientes aequationis canonicae iis conformiter ita definiri possunt, 
ut unus maneat indeterminatus. Dividamus enim aequationem differentialem 
per quantitatem indefinitam p, quae iam sublata est censenda, ut re vera 
fuerit 

X = V{Ap + 2Bpx + Gpxx + 21>px^ + Epx*). 

Iam evolvamus quoque secundum potestates ipsius x valorem primitivum 
ipsius X, qui erit 

+ 2/?e ■ 

+ 2/Sd] + dd +2de 

— 2ae -x — aQ>x^ — 2/3^ 

— 2^Y — 4/3a — 2j/e 

— rr 

atque istae btterae a, /3, y, d, e, ^ ita definiantur, ut baec forma cum priori 
congruous reddatur; sic enim patebit unam determinationem adbuc arbitrio 
nostro relinqui. 

11. Satisfieri igitur oportet sequentibus quinque aequationibus 

1. /3/3 — ay = Ap 
n. /Sd — as — Py = Bp 

III. dd — aZ, — 2/?e — yy = Gp 

IV. de — /3^ — ys — Bp 

V. SB — yX> = Ep. 
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Ponamus ad abbreviandum d — j' = A seu d = ^ + A et incipiamus a II et lY 

n. ^l — as = Bp et lY. sX — ^Z=Dp, 

unde defimemus /? et b, ita ut sit 


/? = 


Dec ~\-DX 
IX — 


et 




Bt + DX 
XX — at 


p. 


At I et Y coniunctae dant 

— ass = Apl; — Epa = 

unde eruitur 

{ XX-at){At-E a) 
^ BBt-DDa ’ 


qui valor in alterutra substitutus praebet 

{At-Ba)iS.ADB-BBE)XX-^^BDUi-Ba)X-\-ABBtt-BDEaa) 
“ (BBt- D Day 


12. Superest igitur III aequatio, quae ob d = y + transit in 

2^X XX — at, — 2/?e = Cp. 

Cum nunc substitute valore ipsius p sit 

._(At-Ea)(Da^BX) _(At-Ea)(Bt + DX) 

^ BBt-DDa et e- , 

si isti valores pro y, (3, s et p substituantur, tota aequatio per XX — a'C 
dividi poterit, quo facto reperietur 

7 (^(^t-Ea)(BBt-DDa)- 2BD(At-Eay-(BBt-DDay 
2 (At- Ea) (ADD - BBE) 

Quoniam igitur nunc omnibus conditionibus est satisfactum, arbitrio nostro 
adbuc relinquuntur duo coefficientes a et C seu potius eorum ratio mutua, 
quam ergo pro lubitu definire licet. Ex quo manifestum est in aequatione 
integrali seu ipsa canonica inesse constantem arbitrariam ab aequatione diffe- 
rentiab. non pendentem. 
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ALIA EESOLUTIO EAEUNDEM FOEMULAEUM 
13. Quia istorum valorum applicatio fieri nequit casibus, quibus 

AI)I) — BBE = Q, 

aliam resolutionem buic incommodo non obnoxiam tradam. Posito antem 
A = + A statuo porro 

XX — a^ — fi sen XX — fi-\-(^'Q 

atque ut ante ex aequationibus II et IV babebimus 


Turn vero, quia I et Y coniunctae dant 

Al;—Ea = (BBt—BEa)^, 


bine definio rationem inter a et sen quoniam alterutram pro lubitu acci- 
pere licet, utramque boc modo, ut sit 

a — fjiA — BBp et ^ — fxE — DBp 

bineque 

XX — ju, {fiA — B Bp)(jimE — I) Dp). 


At alterutra I et Y valoribus hactenus inventis substitutis praebebit 
y = ^{2BDX + {ADD + BBE)p) — ~ ^^^^' - 


14. Quodsi iam bi valores in aequatione III substituantur, ea ad formam 
quidem admodum prolixam reducitur; verum negotium commodius absolyetur, 
si valores pro a et ^ inventi in formula ultima praecedentis resolutionis 
substituantur; turn enim. prodibit 

X^m + BDp-^O^. 

cuius quadratum cum superiori ipsius XX valore coaequatum praebet 
fiiju, — Cp)^ + 4(EI) — AE)ppfjL + i{ADD -BGD-{- BBE)p^ = App-, 
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ad quam resolvendam ponaiiius fi=p3£ eritque 


et 


4 

^ ^MiM-Cf+iMiBD-AEj + iiADD-BCD + BJBJE) 

4Jf 

^^~M(M-(J)^- + 4=31{BD-AE) + i(ADI)-BGD + BBB) 


atqae iam M est constans ilia arbitraria integrale reddens completum. 


15. Hoc modo omnes coefficientes a, j3, y, S etc. eodem denominatore 
affecti prodibnnt, qui ergo, si per eundem multiplicentur, sequenti modo sese 
habebunt 

a==A(AM-BB), /? = 2J5(iH— a)-f 4HD, Y = AAE—{M-Cf, 

^ = A{E3I-DI)), U) + ^BE, d ^ MM— GO + i{AE+ BB), 

ac si ilium denominatorem brevitatis gratia statuamus 

M{M— cy + 4:3£(BB — AE) + 4:{ABB -BCB + BBE) = J, 
aequatio nostra canonica 

0 = a + + «/) + y(xx + yy) -\-2dxij ■£■ 2sxy{x + y) + 'C^^yy 

resoluta dabit 

13 Sx-\- + y(y + 2£X + ^xx) = + 2 yA(A ■+ 2Bx + Cxx + 2Dic®+ Ex*), 
/3 + <^y + syy A x(y + 2sy + ^yy) = + 2 Vj{A + 2By + Gyy + 2By^A Ey*) 

simulque est integrale completum huius aequationis differentialis 

Q 

± |/(i + 2Bx+Cxx + 2l>x^ + Esi3) ± YiA + 2By-\-Gyy + 2By^ + By*) ’ 

quia constantem arbitrariam M involvit, quae in aequationem differentialem 
non ingreditur. 

INYESTIGATIO OAStJUM QUIBTJS FOEMULA + -^ PIT INTEGEABILIS 

16. Designat hie P functionem ipsius x et Q similem functionem ipsius 
y, et quia haec formula integrabilis esse debet, sit V eius integrale, ut 
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habeamus 

Pdx , Qdy 

X + Y 

et 

Cum autem 

sit 



o 

11 

+ 

• T dy —dx 

ideoque 

erit 

‘s 

11 

{P-Q)dx 


Casus ergo investigari oportet, quibus baec formula iutegrationem admittit. 


17. Quoniam vero nulla est ratio, cur hie differentiale dx potius insit quam 
dy, tertiam variabilem introducamus, quae ad utramque aequaliter referatur, 
siquidem quantitas V utramque aequaliter involvere debet. Statuamus ergo 
x-\-y = s et in aequatione differentiali (§ 7) pro dy scribamus ds — dx sic- 
que prodibit 

0 == + dx(l3 + dy eyy) + xdx(y + 2£y + ^yy) 

— dx{l3 da: 4- sa3a:) — ydx(y + 2sx + 
ds(j3 dx sxx) + yds(y + 2ea; + ^xx), 


unde dx per ds ita definietur, ut sit 


sive 


dg(/3 + + exx) + yds(y + 2 sa: + txx) 

^ ~ S(x — y) + £(xx — yy) — y{x — y) + txy{x — y) 

, ds ^ + dx + £xx + y(y + 2sx + tx^ 

x — y 8 — y + e{x + y) i,xy ’ 


quo valore substitute fiet 


dF= 


(P- q)ds 

ix — y){ 8 —y + B{x + y)-\- Ixy) 


18. Cum P et ^ sint similes functiones ipsarum x et y, manifestum est 
P—Q per x — y fore divisibile et fractionem utramque variabilem x 


et y aequaliter esse complesuram. Quia vero posuimus x-\-y 
insuper xy = t, ut sit 

■ Q 


■■ s, ponamiis 


c?F= 


ds 

~y d — 
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At ob XX yy = ss — 2t aequatio canonica induet hanc formam 
0 = a H- 2/?s + ^ss + 2(d — + 2£Si5 + 

ex qua elicitur 

— d + y — £S + V'((^ — y)®— ag + 2(5 — y)£S — 2/3gs + ££SS — J^^ss) 

ita ut sit 

S — Y + BS = ]/[{$ — yf — aQ + 2((d — /)e — + (ee — y'C)ss) 

Statuamus hanc formnlam irrationalena 

V{{d — yf — 2{{d — y)B — /5^)s + (ee — /^)ss) = 8, 

ut sit 

6 x — y 8 

19. TJt hinc iana casus integrabilitatis eruamus, ponamus 

P = a-\-hx-\- cxx + dx^ + ea?'*, 

Q =. a + hy + cyy + dy^ ^ ey* 

eritque 

p_ Q 

= 'b + c{x y) d{xx -{- xy yy) + e{x^ + xxy + xyy y^) 
sive intro ductis novis variabilibus s et # 

P_ Q 

— = ft -f cs + d{ss — if) + es{ss — 2t). 

At pro t valore substitute babebimus ob l = d — y 

x-y T- -r ^ ^ ^ ^ g 

unde consequimur 

/JT/- V> + ^d-\-{^c-{- Bd-\- 2Xe)s-\-{^d + 2se)ss + i.es^ , (a!+2es')<is 

iS 

quam formulam integrabilem esse oportet. 
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20. Quo hoc facilius praestemus, recordemur ex § 13 et 14 esse 
(d — yf — — (d — y)e — et es — = 

unde fit 


sive ex § 14 et 15 


S = y[ii, + 2 Dps Epss) 


8 = 


2y(M+2Ds + Ess) 


yj 


Ponamus porro brevitatis gratia 


^86 


ut sit 


7 , ^ d 7 , £ d “I" 24£ 7. .SCO n 

b-\--^ = h, c d ^ — = g, d+ - = f, 

(h-{-gs + fss + es^dsyj (d + 2es)ds. 

~ 2y{M+2Ds + Ess) t ’ 


statuatur partis prioris integrate 

@ + (^s + §ss) yj(M + 2Ds + Ess) 
eritque differentialium comparatione instituta 

2® JIf +2^51)7 g = A^M-\- 6 (^D + 2 ^E, 
f= 10 ^D +mE, e = e^E, 

unde pro integrabilitate requiritur, ut sit 

0 — eD(3EM— 5DD) + fE(3DD — E3£) — 2gDEF^2]iE 


dS 


21 . Hac autem conditione impleta erit 

b fM 5eil4 ^ f 5eD ^ e 

et integrale quaesitum reperietur 

F= + (Sis + |)ss) yj{M+ 2Ds + Ess) - 
vel 

F= I (g 4- (^s + ^ss)^g - ^ ■ 
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Cum nunc sit 8 I e{x + y) + l^xy , si pro s scribamus x-\-y, valor inte- 
gralis V ita per x Qt y exprimetur, ut sit 

y== + y) + + ym + H- 2/) + ^<^y) - 

Quare ut pro F prodeat quantitas algebraica, coefficientes b, c, d et e non 
pro lubitu assumere licet, sed certam quandam relationem inter eos statui 
oportet, quae ultima aequalitate paragrapM praecedentis exprimitur. Ceterum 
hie assumsi non esse E — 0; si enim esset E—0, valor ipsius V semper 
algebraice exhiberi posset, uti ex elementis integrationis est manifestum. 


22. Yerum si coefficientes b, c, d, e etc. utcunque assumamus, turn ex- 
pressio 

^ J Qdy 


non quidem semper algebraice exhiberi poterit, attamen eius valor altiorem 
quadraturam non involvet quam in formula 


A 


ds 


y{M -\-2Ds-\-Ess) 


contentam, quae propterea semper vel per logarithmos vel per arcus cir- 
culares exhiberi poterit. Cum igitur sit 


X = y^{A + 2Bx + Gxx + 21)x^ + JEx^) et Vp = -1- , 
erit Va 

X = ^^V{A-\-2Bx-j- Cxx-{-2Dx^ Ed^), 

unde invento valore ipsius F habebitur sequens integratio 

r dx(a + hx-{-cxx + dx^-{-e38) G dy{a + + cyy + dy^ + ey) 2 F 

y(A + 2Bx-i-Cx^ -i- 2l)x^i-i:d) J y(A + 2By+ Cyy + 2l>y^ + Ey^) ~ I/A ' 

At substitutis superioribus valoribus erit 


— = ^i ^ + ^d+(ge + £i^-|-2Ae)$ + (gd'-f-2£e)sg + ges^ ^ (d-|-es)s)/z/ 

yA V iy{M+2Ds + Ess) 2(M-^i)) 

existente s = x^y. A.tque hinc sequentia problemata resolvi poterunt. 
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PEOBLEMA 1 

23. Invenire integrale completmn hums aequationis differentialis 

^ dx 

y(A + -f Cyy + Ey*‘) ViA + Cxx + 22)a;® + Ba^) 

SOLUTIO 

Statim apparet huic aequationi differentiali satisfacere casum y — x, qui 
autem non nisi integrale particulare largitur. Yerum ad integrale completum 
inveniendum, quod praeter constantes A, B, G, I), E novam constantem 
arbitrariam M involvat, ponamus secundum § 15 brevitatis gratia 

a = A{AM—BB), ^ = 2B{M — C) ^ AAB, y = — {M — cy , 

'C = i{EM— BD), e = 2D(M— G) + ABE, S = MM — CC-\- A(AE ^ B B) 

atque aequatio integralis completa erit 

0 — a -t- 2/3(tc + y) + y(xx -f- yy) 2Sxy -|- 2exy(x + y) + ^^^yy, 

quae ergo est algebraica. Hinc autem sive y per x sive vicissim x per y 
sequenti modo definietur posito item brevitatis ergo 

J=M(M—Cy-\-AM{BB — AE)-{-A{ABB-\-BBE) — 4BGB, 

ut sit vel 

— ^ — dx — axx ±: 2 yA(A + 2Bx + Cxx + 2l>x^+Bx^) 

^ y A^^x-\-lxx 

vel 

X = - ^ — ^y — ^yy±^y‘A(A-\-2By-\ -C yy + 2l)y^ + E'!f) 

f + 2«y + gyy 

scilicet ratione signorum ambiguorum in utraque expressions vel signa supe- 
riora vel inferiora capi debent, ita ut, si in altera formulae surdae tribuatur 
signum altera formulae surdae signum — tribui debeat. Quae ratio 

ex § 15 intelligitur, ubi in aequatione differentiali formulis surdis signa 
ambigua sunt adiuncta. 
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COKOLLAillUM 1 

24. Quanquam igitur aequationis ditferentialis propositae, in qua ambae 
variabiles x et y ^ SQ invicem sunt separatae, neutrum membrum inte- 
grationem absolutam admittit atque adeo neque per logarithmos neque arcus 
circulares in genere exprimi potest, tamen vera relatio inter variabiles x Qt y 
aequatione algebraica exhiberi potest. 

COEOLLAEIUM 2 

25. Queinadmodum scilicet, si duo arcus quantitate constante differunt, 
etsi neuter algebraice exprimitur, tamen eorum sinus inter se algebraicam 
tenent rationem, quae satisfacit aequationi dilferentiali 

dy dx 

1 /( 1 — «/</) y{i—xx)’ 

ita quoque aequationis differentialis propositae multoque latius patentis inte- 
grate completum algebraice exhiberi potest. 


SCHOLION 


26. Vis huius solutionis facihus percipietur, si earn ad casus magis 
restrictos applicemus, inter quos ii praecipue sunt notatu digni, ubi signum 
radicals vel unico vel duobus tantum terminis praefigitur, ac si unicus tantum 
terminus reperiatur, ratio per se est manifesta, 

I. Sit enim J5 = 0, (7=0, D = 0 et E=0, ut integranda sit aequatio 


erit 


dy 

YA 


— — sive dy = ax: 

YA 


a^AAM, /? = 0, j- = — Jfilf, d = MM, e = 0, ^ = 0 


ideoque aequatio integralis 


seu 


0 = A AM — MM(xx -j- yy) -f- 2MMxy 
X — y = vel y = 00 + Const. 
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II. Sit J. = 0, (7=0, D = 0 et E = 0, ut integranda sit aequatio 

dy dx dy dx 

= seu -r- = —r\ 

y^jBy y^Bx ]/«/ yx 

erit 

a = — ABB, /? = 2Blf, y = — MM, S = MM, s = 0 et ^ = 0 
ideoque aequatio integralis oh J = Jf* 

0 = — 4:BB + 4oBM(x -\-y) — MM(xx + yy) + 2MMxy 

seu 

-2BM-MMx + ^y2BM^x , 2B . ^l/2B 

y -xs — 

hincque =1/0: + Const., uti est perspicuum. 

III. Sit J. = 0, B = 0, jD = 0 et E = 0, ut integranda sit haec aequatio 

dy dx dy dx 

yCyy yCxx y x ’ 

erit 

« = 0, /? = 0,' y = -{M—Cy, S = MM—CC, e = 0 et ^=0 
ideoque aequatio integralis 

0 = — (If — Cy(xx 4- yy) + — CC)xy seu y = nx. 

IV. Sit 4 = 0, B = 0, C' = 0 et .E = 0, ut integranda sit haec aequatio 

dy dx dy dx 

y^Dy^ y^Bx^ yyy xyx’ 

erit 

„ = 0, ^ = 0, ;/ = — JfJf, S=^MM, £ = 2i)Jf, C= — 4DD 
ideoque aequatio integralis 

0 = — MM(xx 4 yy) 4 2MMxy 4 4:DMxy(x 4 2/) — AiBBxxyy, 
quae oh B = M^ dat 

-MMx-2BMxx±2y2BIBx^ 
y~ -MM+iDMx-iBDxx 
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seu 


T/y _ M +y^DMx _ VMx 

M-2Dx yM:±y2Dx 


vel 

yy yx-^ m’ 

uti rei natura postulat. 


V. Sit J. = 0, B = 0, <7=0 et D = 0, at integranda sit haec aequatio 


dy dx dif dx 

^ seu — = — ; 

yEy^ yEx^ yy xx 

erit 


a = 0, ^ = 0, y = — MM, S==MM, g = 0 et 


ideoque aequatio integralis 

0 = — MM{xx + yy) + 2MMxy -f- AEMxxyy 

hincque 

sen 

Quaudo autem signum radicale complectitur duos terminos, varios casus, 
qui hue pertinent, sequentibus exemplis evolremus. 


EXEMPLUM 1 

27. Si sit C=0, D = 0 et E = 0, ut integranda sit aequatio 

dy dx 

y(A + 2 By) ~ y(A + 2Bx)' 

invenire aequationem integralem completam. 

Erit ergo 

a==4:{AM-BB), /3 = 2BM, y=^ — MM, d = MM, e = 0, ?=0, 
unde aequatio integralis 

0 = 4(J.Jf — BB) + 4:BM{x -\-y) — MM(xx + yy) + 2MMxy 



61—62] COMPAEATIONI CURVARUM INSERVEENTIUM 335 

et ob // == 

y ~ — MM M ' M ' 

Unde ponendo A = f, 2B = g et M==c sequitur 

THEOEEMA 1 

28. Huius aequationis differentialis 

dy dx 

Vif+gy) Vif+g^) 

integrale completum est 

0 = Acf— gg + 2cg{x + y) — cc{xx + yy) + 2ccxy, 

unde fit 

!,-x + f+2i/i^«2 et ^-,j+s.+iyf±±y. 

EXEMPLUM 2 

29. Si sit .5 = 0, D = 0 et A; = 0, ut integranda sit aequatio 

dy dx 

y{A A-Gyy) ’ 

invenire aequationem integralem completam. 

Erit ergo 

« = 4Aikf, /? = 0, Y== — {M—Gf, d =^MM— CO, e = 0 et ^=0, 
unde aequatio integralis quaesita erit 

0 = lAM—{M—Cy{xx + yy) + Ky^^—GG)xy, 
et oh J ^ M{M - Cy Qxit 

- {MM- OC) a: + 2 ( Jif - 0) yM{A + Cxx) _ {M ^C)xT‘iyM{A + Cxx) _ 
y— ^{M-Cf M-C 

Quare ponendo A = f, C = g et Af = c sequitur 
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THEOREMA 2 

30. Hums aeqiiationis tlifferentidlis 

dy dx 

Vit 

integrale completim est 


Vif+gyy) Vif+g^^) 


unde fi 


0 = 4c/’— (c — g)\%x + y%j) + 2(cc — gg)xy, 


y + g)^±^ Ycjf+gxx) ^ 

c-g 


i<^+g)y+'’^yG(f+gyy) 

c-g 


EXEMPLUM 3 

31. Si sit B = 0, C=0 et E = 0, ut integranda sit haec aequatio 

dy dx 

Y(A + 2 By^) y(A+2Dx^y 

invenire aequationem integralem completam. 

Erit ergo 

a = 4AM, /? = 4AJ», y = — M\ d M\ £ = 2I)M et ^ = — 4DJ5, 
unde aequatio integralis quaesita est 

0 = 4 AM + ^AD{xA-y) — AI\xx + yy) + 2M^xy + 4DMxy(x + «/) — 4I)Bxxyy, 
et cum sit Jf® + 4ADi), erit 

y _ -^^B-AIMx - 2B:^^+2 YiM^ + iABB) (A + 2 Bx^) 
-MM+iBMx-^^AiHWx 

sive 

y = ^^^■^^^^ + 2BMxx±2y (M^ + 4 ABB) (A + 2 Bx^) 

{M-2Bxy ~ 

Quare si ponatur At = /, 2D=^ et Jf=c, sequitur 
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THEOREMA 3 

32. Huius aeqiiationis differentialis 

dy dx 

V(f+9y^)~V(f+9^) 

integrale completwm est 


0 = 4cf + 4:fg{x -\-y) — cc{xx + yy) + 2ccxy + 2cgxy(x -\-y) — ggxxyy, 


unde fit 

et 


2/ff + ccx + eg XX ± 2 "[/(cH fgg) {f + gx^) 
{c-gxf 

2/ff + ccy + cffy y T 2 ]/(c^ 4- fgg) (/"+ gf) 

ifi-gyY 


EXEMPLUM 4 

33. Si sit J? == 0, (7== 0 et D = 0, ut aequatio integranda sit 

dy dx 

y{A + Ey^) ~ ’ 

invenire aequationem integralena completam. 

Erit ergo 

a = AAM, 13 = 0, y = 4:AJE — MM, J = JfJf + 4 JLA, e = 0 et l;=4:EM, 
nnde aequatio integralis quaesita est 

0 = 4Ailf + {4.AE - MM){xx + yy) + 2(4^^ + MAPjxy + AEMxxyy, 
et cum sit J = 3E — 4cAEM, erit 

- (MM+ 4:AE)x± 2 ymaiM- iAE)(A + Ex^) 

y = - iAE-MM +imi^ 

Quare si ponatur A = f, E = g et M= 2c, sequitur 
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THEOEEMA 4 


34. Huius aequafiords differentialis 


integrale completmi est 


dy ^ 

Vif+gy^) 


unde fit 


et 


0 = 2cf — (cc — fg)(xx + yy) + 2(cc + fg)xy + 2cgxxyy, 

^ + (cc + /ff)a; + ]/2c(c(; — /'ff)(/~+ga;*) 

^ cc—fg — 2cgxx 

X = + +fg)y+V^c(cc— fg) if+gx^ ) _ 

cc—fg — ^cgyy 


EXEMPLUM 5 

35. Si sit J. = 0, (7=0 et D = 0, ut integranda sit haec aequatio 

dy dx 

}/(2 By + Ey^) ~ 1/(2 Bx + E^) ’ 

invenire aequationem integralem completam. 

Erit ergo 

a = - 4J55, /? = 2Blf, y^ — MM, d = MM, s = 4:BE et t = 4:EM 
hincqne aequatio integralis quaesita 

0 = — 4.BJ? + 4:BM{x + y) — MM(xx + yy) + 2MMxy 
+ BBExy[x -\-y) AJEMxxyy, 

et cum sit J = M^ + 4:BBB, erit 

^B3I+ MMx + iBJExx ± 2 y(M -f- 4.BBE)(2Bx + Ex^) 
MM-%BEx—4:EMxx ■ 

Quare si ponatur 2B = f, E=^g, M^c, x==xx y-yy, sequitur 
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THBOEEMA 5 


36. Huius aeqmtionis differentialis 

dy dx 

y{f+9f)~W+^) 

zntegrale completum est 


0 = — // + — cc{x^ + y^) 2ccxxyy -|- Af gxxyy{xx yy) + Acgx*‘y^, 


unde fit 

et 


= 0 /*+ ccxx + 2fg3^±‘ixy{(^ + ffg)(f +gx^) 
cc — Afgxx — 4.cgx* 

xoo = c/’+ ccy y + 2/^ T 2 y T/(c« + ffg)(f+ gy^) 
ce — Afgyy — icgy^ 


SCHOLION 1 

37. Probabile bine videtur etiam huius aequationis differentialis 

dy dx 

y(f+gy’') yif-^gx”) 

atque adeo huius latissime patentis 

dy dx 

y{g + 'by + cy^ + dy^+ eifi -(- fy^+eto.) ]/(a + hx + cx^ -\-dx^ + ex^-{-fx^ + etc.)’ 

ad quotcunque dimensiones variabiles x Qi y in vinculis radicalibus assurgant 
aequationem dari integralem completam algebraicam. Hoc enim assertum 
non solum verum est ostensum, quando potestates ipsarum x Qi y quartum 
ordinem non superant, sed etiam casu » = 6, uti vidimus, priorum formu- 
larum integratio completa algebraice succedit. Interim tamen nullus adhuc 
modus patet pro casu » = 5 integrate completum aequationis 

dy dx 

y(f+gy)~y{f+9x^) 

exhibendi; multo minus id ad casus, quibus n senarium superat, extendere 
licet, etiamsi pro casibus « == 1, n = 2, « = 3, % = 4 et sit in promtu. 

Etsi autem de successu in reliquis casibus vix dubitare licet, tamen restrictio 
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necessaria videtur, ut exponens n sit numerus integer, nisi forte et eos 'casus 
fractionum adiicere Inbuerit, quibus ntraqne formula per se fit integrabilis, 
uti evenit, si % sit fractio unitatem pro numerators habens. Praeterea vero 
certum est veritatem nonnisi pro signo radicali quadrato subsistere posse; 
neque enim baec aequatio 


neque baec 


dy dx 

dy dx 

V(f+gf) Vif+gx^) 


aliaeque harum similes integralia completa algebraica admittunt, quia hae 
formulae ad rationalitatem perductae tarn logarithmos quam quadraturam 
circuli mistim involvunt atque ex talium quantitatum heterogenearum com- 
paratione aequatio algebraica resultare nequit. Haec eadem vero ratio dubi- 
tationem superiorem quoque decidit; ac iam audacter pronunciare possumus 
banc aequationem differentialem 


dy ^ 

y(a + 6y + cy^ + dy® -f ey* -f fy® + yy®) Yia + + cx^ + da:® + ex^+fx^ + gx^) 

generaliter per aequationem algebraicam integrari non posse; inde enim se- 
queretur integratio algebraica buius aequationis 


dy dx 

J. + By+ (7yy + Dy® A-^Bx-]-Gxx-\-Dx^’ 

quod utique esset absurdum; multo minus igitur integratio in aequationibus 
magis compositis succedet. Verum nequidem integrabilitas ad potestatem 
quintam usque extendi potest; nam posito y = 0 si etiam statuatur a = 0 
et pro y Qt X scribatur yy et xx, prodit baec aequatio differen tia, lia 

dy dx 

■|/(6 -f cy® + dy^ + ey® -|- /y®) )/(& + cx^ + dsd^ + ea;® -{-fsF) ' 

in qua, si radicis extractio succedat, continebitur baec 


dy dx 

J. + J5y® + Cy A + Bx^ + G'^’ 


quam in genere integrationem algebraicam non admittere est manifestum. 
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SCHOLION 2 

38. ISTunc igitur pro certo affirmare licet ex hoc genere aeqnationem 
differentialem latissime patenteiQ, quae quidem generaliter algebraice integrari 
queat, esse earn ipsam, quam hactenus tractavimus 

dy dx 

y{A + 2By + Cy^ + 2Dj/® -1- Ey^) y{A-\-^BxA Gx^ 

et cuius aequationem integralem completam assignavimus. Quam ob causam 
haec aequatio multo magis est uotatu digna, quod in hoc genere est genera- 
lissima, quae integrationem algebraicam admittat. Quoniam igitur eius inte- 
grationem iam exposui, operae pretium erit- eius usum in comparatione line- 
arum curvarum, quarum elementa per huiusmodi formulas exprimuntur, uberius 
ostendere, si quidem in iis omnia continentur, quae in hoc genere praestari 
possunt. Atque haec ipsa consideratio nos quoque ad integrationem huiusmodi 
aequationum 

ndy mdx 

y(A + 2 By A Cy^A ^Dy^ A By*) y{A -t- 2BxA Cx^ A ^ Bx^ A Bx*) 

manuducet, si quidem w et w fuerint numeri integri. 


PKOBLEMA 2 


39. Si lima curva haheatur, cuius arcus sive abscissae sive appUcatae sive 
cordae sive alii cuicunque rectae variahili z ad cv/rvom relafae respondens sit 




%ds 


y(AA^Bz A Cz^A 2Dz^ A Bz*y 


deturque in hoc curva arcus quicunque 
AB (Pig. 1), ab alio quovis puncto P 
arcum abscindere PQ, qui aequalis sit illi 
arcui AB. 



SOLUTIO 

Ex coefficientibus datis A, B, G, B, E quaerantur hi alii 

a = 4:{AM-BA), ^=^2B{M-G) + ^AB, r=^4:AE—(M— Cf, 
t==A{EM — iDI)), e^21){M—Cr) -A4 .be, d MM — CC A- 4:{AE A- BB), 
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ubi M denotat novam constantem arbitrariam, atque vidimus lianc aequa- 
tionem algebraicam 

0 = a + + y) + y{xx + yy) + 2dxy + 2sxy{x + ?/) + Ixxyy 


congruere cum hac transcendente 
r Stdy r 

t/ ( A -X- ~R^i -j- fl'iM! -L 9 Tlii/S j_ Tv 


%dx 


y{A-\-2Btj-\-Cyy + 2Dy^-\-i:f) J -f/(A + 2Bx + Cxx + 2Dx^ + -Ex^) 


Const., 


ubi quantitas constans ita definiri dobct, ut illi JK sit consontanea. Si iam 
ponamus in curva proposita variabilem ^ puncto 2 respondore curvaequG 
ioitium in puncto J statui atque ad abbreviandum hunc arcum JZ ita indi- 
cemus Jl'.is, ut sit 

nd0. 


h 


y{A + 2Bs-^C00 + 2B0^^E0^) 
erit ex aequatione superiori 

n:y — n:x = Const. 


= n\s, 


Eespondeant nunc jDunctis A Qt B rectae a et h, punctis vero P Qi Q rectae 
p et g, ut sint arcus 


JA^n-.a, JB = n:l, JP=^n\p et JQ=^n:q 

ideoque 

arcus AB = n\h — n:a et arcus PQ = n:q — n:p, 
ac loco a: et ^ scribamus p et q, ut sit 

0 = a + 2^{p + ?) + y(^p + qq) + 2dpq -f 2spq{p + ^) + ^ppqq] 

erit n-.q — n:p = Qomt Quodsi ergo constantem M ita assumamus, ut 
facto p = a prodeat q = h, habebimus 


77 : q — n.p = n.l — n-.a 

ideoque arcum P^ = arcui AB, uti requiritur. Constans igitur M, vel si 

ponamus If — (7= i, ut sit if=(7+Z-, constans L ex sequenti aequatione 
debet definiri 


0 _ 4: AC— ABB + AAL + 2{2BL + AAB){a + 6) + {AAE -^-.LLyaa + Ih) 
+ 2(LL + 2CL + AAB + ABB)ah + 2(2BL + ABB)ab(a + b) 

+ A{CE — DB -j- EL'jaabb, 
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unde fit 


' A:L{A-\-B(a-{-'b)-\-Ca'b-\-Da'b{fii,-\-}))-\-Eaa'bh)-\-iAC-\-%AD{a-{-'b)-\-%{AE-{-Bjy)a})' 
_ ___ 


et radice extracta 


^ (^A E (^0/ A ^'} A" G dh A ^ A EddhH^ 

{b-ay 

2 Y{A A2BaAGadA ^Ed^ A Ed^)(A A^BbAGbbA 2Eb^ + Eb*) 

(b-ay 


sicqne erit 


Jlf = 


2-4 -1- 2B(d "I” 6) “1" G(ad -1- bb') 2 E db(d -I- &) H- 2 Eddbi) 


+ + 2Ba + Gaa + 2Da^ + Eaf) {A + 2Bh + CU + 2D6’ + Eb^). 


Quo valore invento si iam definiantur valores coefficientium a, jS, y, d, s, t> 
quoniam ex dato curvae puncto P datur variabilis p, ex ea valor idoneus 
variabitis q, cui curvae punctum Q respondet, determinabitur per banc 
aequationem 

0 = a ^ /3(jp + 2) + r(pp + 22) + 2dj)2 + ^m{P + 2) + tpPM) 
ex qua, si brevitatis gratia ponamus 

J= M(M- Cy + 4ikr(PP — AE) + 4(J.PP + BBE) - ABCB, 
habebitur 

— ^ — dp — £pp±2yA(AA^B p AOppA^Ep^AEp^) 

^ ~ yA^^pAiPP 

sicque dato arcu AB et puncto P assignabitur punctum Q, ut arcus PQ 
aequalis fiat arcui AB. Eeperientur autem ob signum ambiguum bina puncta 
Q, quorum alterum citra, alterum ultra punctum P erit situm. 


COEOLLAEIUM 1 

40. Invento valore q simili modo a puncto Q ulterius abscindi potent 
arcus QB arcui AB aequalis. Posita enim variabili puncto B respondents 
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= r capiatur 

-?-H-^M±^V^{A + 2Bq^Cgiq + 2-Dq^ + Eg*) 
y + 2e2 + ?e'2' 

sicque a puncto P simul abscindetur arcus PP duplus arcus dati AB. 

COEOLLAEIUM 2 

41. Quoniam r bine duplicem obtiuet valorem, notandum est alterum 
iterum iu p abire, quia ante animadvertimus esse 

-^-^g-gggT2]/z/(A + 2Pg + CgaH-2Pg° + Pg*) . 

y +2£a + gag ’ 

quare, ut arcus PP evadat duplus, idem signum, quod in valore ipsius q 
fuerit electum, in valore ipsius r capi oportet. 

COEOLLAEIUM 3 

42. Pari modo ultra P reperietur punctum ' P, ut denuo arcus PP 
aequalis sicque angulus PP triplus evadat arcus AB; inventa enim variabili 
r valor variabilis s puncto P respondentis bac formula exprimetur 

^ = -P-^r- srr ± 2 1/^( A + 2 Pr + Crr + 2 Pr® + EA) 

y + 2sr-\-^rr 

boeque modo quousque libuerit ulterius progredi licet. 

COEOLLAEIUM 4 

43. Hac ergo repetita operatione a dato puncto P arcus abscindi poterit, 
qui se babeat ad arcum AB, ut numerus quicunque integer m ad unitatem. 
Quare si ab alio puncto abscindatur arcus, qui sit ad eundem AB ut alius 
numerus integer n ad unitatem, duo babebuntur arcus rationem quameunque 
numeri ad numerum tenentes. 


COEOLLAEIUM 5 

44. Omnium igitur curvarum, quarum arcus variabili cuipiam z respon- 
dens buiusmodi formula 




y(A + 2Bz+Cz0 + 2Dg^ + Ez^) 
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exprimitur, haec est proprietas, ut earum arcus simili mode inter se com- 
parari possint, quo arcus circuli inter se comparare licet. Atque ob rationes 
supra allegatas haec similitudo cum circulo vix ad alias curvas, nisi quarum 
rectifleatio ad hanc formulam reduci potest, extendi yidetur. 


EXEMPLUM 

45. Proposita sit linea curva, cuius arcus ad quampiam rectam variabilem v 

exprimatur, cuiusmodi curyae algebraicae 

inflnitae exhiberi possunt, in qua a puncto P arcus abscindi oporteat FQ, 
PJR, PS ad datum arcum AB rationem tenentes vel aequalitatis vel duplam 
vel triplam. 

Quia haec expressio in nostra forma generali non continetur, eo reducatur 
ponendo vv = z seu v = Vz; sic enim arcus huic novae variabili z respondens 
erit = f Fiat ergo §1 = 4- et A = 0, B = ^, (7=0, P = 0 et 

J 2]/(s — ^ / 

PJ = — 1, unde obtinetur 

c = — 1, y = — MM, 8 = MM, 6 = — 2, l^ — 8M 

ideoque constituta aequatione 


0 = — 1 + ^M{p + 2) — MM{pp + 2^) + 2MM;pq — + 2) — AMppqq, 

unde fit 


M + MMp — 22^p + 2 — — i?*) 


2 = 


erit 


seu 


MM ip 4- iMpp 


f-ii c 

J ^V(a — (P\ J 2 


dp 


= Const. 


21/(2 — 2*) A 2 l/(j)— 

U'.q — II'.p = 11:1) — JI: a, 


si quidem a, h, p, q sint valores variabihs z, qui arcubus JA, AB, JP et 
JQ conveniunt. At iam constans Jlf ex datis a et & ita definiri debet, ut sit 

0 = — 1 + 2 Jf(a + ?>) — MM(b — a)® — 4a&(a + 6) — AMaalh, 


Leonhabdi Euleki Opera omnia 1 20 Commentationes analyticae 
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unde fit 


et 


M = 


a + l — 2aaib ±2 y(a — a*)(h — h^) 

Q>-af 




yci(l — ®)(l "I” “1“ bh') + yb(^l — &)(l -f" ® “h (Zfl) 

= ’ 

(a+3b — iab^) '[/(a — a^) + (6 + 3a — 4a®6) 1/(6 — 6*) 
-Jb^TaJ 


Inrento hoc modo valore constantis M ex data quantitate p invenitur q atque 
hinc porro valor variabilis r puncto B respondens, scilicet 


M+MMq-2qq±2y{M^-l){q-g^) 

^ MM-{- Aq-\- A:Mqq ’ 

sicque a puncto P arcus quicunque multiplus arcus dati AB abscindi poterit. 


SCHOLION 

46. Circa huiusmodi curvas singularis affectio notari meretur; si enim 
brevitatis gratia ponamus 

l/(a — a*) = a et !/(& — &") = 6, 

ut sit 

a + b~2aabb + 2a^i 3 _ (a + 3J-4a63)a + (& + 3a — 4a»&)6 

{h-af -^3 , 

utraque quantitas radicalis a et b tarn affirmative quam negative capi potest, 
unde pro M geminus valor habetur; ex quo pro 

^ M + MM'p -2pp±2 y{M ^ -l)(p- p^) 

MM + 4^ + 4cMpp 

ob novam signi ambiguitatem quatemi valores resultant. Binos quidem 
natura rei ostendit, quia punctum Q tarn ante quam post punctum P capi 
potest, sed quia quatuor reperiuntur, id indicio est curvam duplici ramo esse 
praeditam et in utroque arcus aequales exhiberi. Consideremus casum, quo 
punctum P in ipso puncto A capitur, ita ut sit = a et 

a = + 2 a y{M^ — 1) 

MM’\- 4ta + 4:Maa ' 
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quae forma substitute pro M. valore statim duos valores praebet aequales 
g = &; at duo reliqui diversi continentur in 


4a®4- 9aa& — 6a6&4-5^ — 4o® — 12a*6Z>+ j::4q(3g — 6 — 2a^6)a6 

ao + 6a&-f 664-8a^ — 24a^6-t-16a®&6— 16aa&®+16a®6® — 8q®&&±4(a4'6— 4a®6+2a*)ab’ 


qui duo valores semper sunt diversi, nisi sit vel h = a vel a = ^ ; 


nio 


casu prodit q = a = b, hoc vero reperitur q = • Punctum ergo curvae 

quod respondet quantitati ^ singulari proprietate erit praeditum. 


PEOBLEMA 3 

47. Invenire integrale conipletuni huius aequationis differentialis 

^ 

y(A A 2By + Gyy A 2Dy^ + Ey^) ]/(AL -f 2 j?a: + Cxx + 2Dx^ + Ex*) 


SOLTJTIO 

Istud integrale quaesitum ex praecedenti problemate colligi potest. 
Capiatur enim punctum P in ipso puncto JB, ut sit p = &, et consideretur 
tantum punctum A ut fixum, E vero seu P ut variabile, ex quo continue 
assignari debeat punctum Q, ut sit arcus AQ duplus arcus AP. Posita 
ergo variabili p loco & sumatur 

2 A + 2B{a -f-p) + C(aa + pp) + 2Dap{a +p) 4- 2Eaapp 

■ {p-Af 

+ _J_l/(^ + 2Po + Caa + 2Da*+ J5?a*)(^ + 2J5i) + Cpp + 2 , 

ita ut iam M sit functio variabhis p et constantis a. Deinde posito brevi- 
tatis gratia M — C—L seu 

( 2(A + B(a + p) + Cap + Bap {a + p) + Eaapp) 

ip - ay 

2V(A 4- 2Ba 4- Caa 4- 2Ba^ + E(A)(A + 2 Bp + Cpp + 2Dp^ + Ep^) 

1+ (p-aY 


u* 
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definiatur q per hanc aequationem 

0 = 4AC— iBB + AAL + 2{2BL + 4. AD) {p + q) + {4.AE— LL)(pp + qq) 
-j- 2 {LL -{” 2 GL AAE -|- AB D)p q -]- 2 (2DL -f- 4J5 E)pq (^p -|- ^ 

+ A(GE — DD + EL)ppqq 

eritque ob h —p 

U'.q — n:p = n:p — n\a seu n:q = 2n:p — II:a, 

quae aequatio differentiata dat 

dq 2 dp 

}/ (A -f- 2Bq "1“ Cqq -j- 2Dq^ ~f~ '\^(A -f- 2JBp -|- Cpp "f“ 2Dp^ 4" Ep^') 

cuius propterea iutegralis est ilia aequatio algebraica inter p et q exhibita, 
quam simul patet esse integralem completam, quoniam continet quantitatem 
constantem a, quae in aequatione differentiali non inest. 

COEOLLARITJM 1 

48. Si retinente L valorem exhibitum inventaque variabili q per p ex 
q simili mode quaeratur r, ut sit 

17: r — n-.q^ TI'.p — Tl'.a, 
erit 

n.r^Zn:p — 2n:a, 

unde prodit aequatio differentialis 

dr Bdp 

y(A + 2JBr + Grr + 2 Dr® ■+• Er*) ]/(J. + 2Bp + Cpp + 2Dp^ + Ep^) ’ 

cuius ergo aequatio integralis completa est 

0 = 4(AC— BB + AL) -f 2{2BL + AAD){q + r) + {AAE—LL){qq + rr) 

+ 2(ii: + 2CL + AAE^ABD)qr + 2{2DL + ABE)qr{q + r) 

+ A{CE— DD + EL)qqrr. 
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COEOLLARIUM 2 

49. Quo haec magis contrahamus, postquam ex coefficientibus datis A, 
B, G, JD, E et variabili p una cum constanti arbitraria a ita fuerit definita 
quantitas L, ut sit 

Y L{p — ay = A A- B{a A- p) Gap -j- Bap (« + ^>) + Eaapp 
+ ViA + 2Ba + Caa + + Ea^) (A + 2Bp + Gpp + 2Bp^ + Ep^) , 

bine determinentur sequentes coefficientes variabUes 

a = ^{AC~BB + AL), ^ = 2BL + AAB, y==4:AE—LL, 
1^4.{GE—BB + EE), e = 2BLA-^BE, S == LL 2CL + 4:AE + iBB. 

COEOLLARIUM 3 

50. His iam quantitatibus inventis erit huius aequationis differentialis 

dq 2 dp 

■)/(A + 2Bq + Gqq + + E^) V(A 2Bp + Cfp + 2Dp® + Ep*^) 

aequatio integralis completa 

0 = « + 2^ (i? + 2 ) + r{PP + 22 ) + + 2Bpq{p + 2 ) + Zppqq. 

COEOLLARIUM 4 

51. Porro huius aequationis differentialis 

dr Sdp 

]/(A + 2Br + Crr + 2Dr’‘ + EA) ViA + 2Bp + Cpp + 2Dp^ -j- Ep*‘) 

aequatio integralis completa erit 

0 = a + 2^(g' + r) + y{qq + rr) + 2 d 2 'r + 2sqr(q + r) + ^22^*'? 

postquam scilicet variabilis q ope praecedentis aequationis ex p fuerit 
determinata. 
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COEOLLARIUM 5 

52. Simili modo progrediendo huius aequationis differentialis 

ds idp 

y(A + 2Bs + Css + 2Ds® + Es^) y(A + 2Bp + Cpp + 2l)p^ + Epy 

aequatio integralis completa erit 

0 = a + 2/?(r 4- s) + f (*'*■ + ss) + 2d'rs + 2srs(r + s) + l^rrss, 

postquam ex praecedentibus aequationibus r per q Qi q per p fuerint definitae. 

COEOLLAEIUM 6 

53. Hoc modo, quousque libuerit, ulterius progredi licet sicque in genere 
aequatio integralis inveniri poterit completa buius differentialis 

dx mdp 

y(A + 2Bx + Cxx + 2J)a;® + Ex*) ]/(A + 2Bp + Cpp + 2Dp^ + BIp*)’ 

quicunque numerus integer pro m assumatur. 

PROBLEM! 4 

54. Si m et n fuerint numeri integri quicunque, invenire aequationem inte- 
gralem completam huius differentialis 

ndy mdx 

y(A A- 2By + Cyy + 2l)y^ + Ey*) ]/(At + 2Bx + Cxx + 2l)x^ + Ex*) 

SOLUTIO 

Quaeratur primnm ope praeced. probl. aequatio integralis completa 
istius differentialis 

dx ndp 

y(A-\-2Bx-\-Cxx-\- 2 l)x^A-Bx*) y{AA-^Bp-\-Cpp + 2 Bp'*-\- Bp*)’ 


quae erit algebraica ac praeter variabiles ^ et a; constantem arbitrariam a 
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involvens. Deinde simili modo quaeratur aequatio integralis completa huius 
differentialis 

dy mdp 

y(A + 2 By + Cyy + 2J)y^ + By^) + 2Bp + Gpp-\- 2l)p^ + Ep*')’ 

quae etiam erit algebraica inter binas variabiles ^ et ^ insuperque constan- 
tem arbitrariam h complectetur. Ex his duabus aequationibus eliminetur 
variabilis p, ut obtineatur aequatio algebraica inter x ei y, quae erit inte- 
gralis completa huius differentialis 

ndy mdx 

yiAA ^By -{-Cyy E'jf) y{A-{-2Bx-\-Gxx-\-'^Bx^+Ex^) 

Quia autem duas constantes arbitrarias a et & continebit, alterutri pro 
lubitu valorem determinatum tribuere licet vel inter eas datam rationem 
statuere; pro integral! enim completa sufficit, ut una constans arbitraria 
introducatur. 

SCHOLIOH 


55. Si m et sint numeri modice magni, nemo certe aequationem alge- 
braicam inter x Qi y evolutam exhibebit; cum enim tot eliminationibus sit 
opus, evidens est ad aequationem plurimorum terminorum, in qua variabiles 
a? et 2 / ad summas dimensiones exsurgant, perveniri oportere. Atque adeo 
in casu problematis 3, ubi est m = 2 et n = l, nemo facile ehminationis 
opus perficiet. Neque vero hoc etiam opus est, cum ad nostrum institutum 
sufficiat ostendisse aequationem integralem esse algebraicam eiusque con- 
structionem geometries absolvi posse; tantum enim abest, ut alienae varia- 
biles q, r, s etc., quae in subsidium sunt vocatae, calculum turbent ideoque 
eliminari debeant, ut potius ad constructionem commode instituendam ab- 
solute sint necessariae. 

Atque haec sunt fere, quae de curvis, quarum rectificatio hac formula 


/ 


%d0 


y{A-{-2B0 -f- Cgg -h 2J)0^-\- Es^) 


exprimitur, tradi operae pretium videbatur, quae eo redeunt, ut earum arcus 
inter se perinde atque arcus circulares comparari queant, siquidem proposito 
arcu quocunque AB a puncto date P arcus abscindi possunt, qui ad ilium 
rationem teneant rationalem quameunque. Consideremus igitur etiam curvas, 
quarum rectificatio tali formula exprimitur 


r (SI -h -f 

y{A-\-2Bs + Cg0 + Es^y 
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de quibus curvis quoque affectiones egregiae circa comparationem arcuum. 
notari merentur; quern in finem evolutio formularum hue pertinentium supra 
§ 16 et seqq. est instituta. Similis scilicet comparatio inter arcus huiusmodi 
curvarum suscipi potest, quae iam prideni inter arcus parabolae fieri posse 
est ostensa; atque inde sequentium problematum solutionem derivare licebit. 


PEOBLBMA 5 


56. Proposita curva, cuius arcus indefinite variaUli cuipiam z respondens 
Jiac formula exprimatur 


J y(A -j- 2jBz + Czz + 2jDz^ + Es*) ’ 


si in ea detur arcus quicunque AB (Fig. 1, p. 341), a data puncto P arcum 
dbscindere PQ, qui ab illo arcu AB differat linea sive gemnetrice assignabili sive 
a circuli Jiyperholaeve quadratura pendente. 


SOLUTIO 


Sit in curva proposita JZ arcus variabili z respondens, qui brevitatis 
gratia ita exprimatur U: z, ut sit 


n-.z 


~ J ]/(A -[■2BzA Czz + 2 Bz^ + Ez^) 


Punctis autem A, B, P, Q respondeant variabilis z valores a, b, p, q, ut sit 
JA=^n:a, JB = n:b, JP = n:p et JQ = n:q, 


hineque erit 
et 


arcus datus AB = n:b — 77:a 
arcus quaesitus PQ = H: q — n:p. 


Iam primum ex coefficientibus A, B, C, D, E et constanti arbitraria M 
deinceps definienda formentur quantitates sequentes 

a==4:{AM—BB), /3 = 2E(Jf— C') + 4^D, y AAE — {M — G)\ 

C=4(^Jf— DD), e = 2D(ilf— (7)+4J5jB, (J = Jlfilf — CC+ 4(.4J5J+ ED); 
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turn vero porro stataatur 

J = M[M— Cf + 4:M{BD — AJE) + A{ADD + BBB) — 4.BOB 
atque inter p et q haec constituatur relatio, ut sit 

0 = a + 2/?(p + ?) + r + 2(5'pg' + ‘^ePiiP + S') + 

ex qua data variabili p altera q puncto Q respondens ita definitur, ut sit 


— § — — eg j? + 2 y^(A + 2Bp + Cpp 4 - 2 JDp^ + Ep^) 

y + 2sp + tpP 


unde innotescet curvae punctum Q, ita ut differentia inter arcus AB et PQ 
sit vel geometries assignabilis vel saltern a quadratura circuit seu hyperbolae 
pendeat, cuius rei ratio in indole coefficientium 21, iB, 6^, ® numeratoris 

est sita. Quomodo igitur differentia ista exprimatur, videamus; quia valorem 
ipsius q iam invenimus, ponamus + = ^ colligimus fore 

posito S — y == A 


n.q — n:p== Const. — 


2(S) + ($s')sl/.i/ 


rm + + (gs + eS) + 2A®)g + (gS) + 2 s®)ss + £(gs» 

“*"J tV(M+2Ds + Ess) 


quod integrale manifestum est vel esse algebraicum vel a quadratura circuli 
liypgrholaeve pendere. Sit istud integrale brevitatis gratia = S , cuius valor 
posito s = a + 6 flat = J et pro constante deflnienda statuatur p = a et 
q = h flerique debet 


Const. 


= ji h — H'. tt 


2 (® -b (£ (ffi -b 6 )) {<i h')'^ A j- 

- i, 


ex quo babebitur 

22)(a + 6) + 2®(a + 6)%/^ 2lS)ipA s) + 2^{p + qyy 
arcus PQ — arcu AB == — ^ VA g r ^ 

nS8 + XiS + (£S + gg) + 2A(g)s + (£g) + 2£®)ss + g®s° ^^^ 
^y(M+2Ds+i:ss) 


At constans arbitraria M etiam ita definiri debet, ut posito p = a flat q = b; 

Lbonhakdi Edleri Opera onmia 1 20 Commentationes analyticae 
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quocirca erit 

JM'= [2 A + 25 (a + &) + C{aa + U) + 2I)al (« + &)+ 2Eaabb) 

± ^ V{A + 2Ba + Caa + 25a* + 5a*) + 2Bb + Cbb + 256* + 56*) . 

Hinc ergo cognita constante hac AI et ex puncto P definite puncto Q 
differentia arcuum AB et BQ vel geometrice vel per quadraturam circuli 
hyperbolae ve assignari potest. 


COROLLAEIUM 1 

57. Ex datis ergo punctis A et B sen variabilis z yaloribus a et 6 
primum constans arbitraria M ita definiatur, ut sit 

jf = (2A + 25(a + 6) + G{aa + 66) + 25a6(a + 6) + 2Eaabh) 

Turn hinc definitis modo praecepto coefficientibus a, /?, y, d, s, ^ ex dato 
puncto P punctum Q per hanc aequationem determinetm* 

0 = a + 2jd (j) + g) + y(pp + qq) + 2^pq-\- 2spq{p + q) + tPPM 

atque arcuum P^ et AB differentia erit vel algebraica vel a circuli hyper- 
bolaeve quadratura pendens. 


COROLLARIUM 2 

58. Ad istam autem arcuum differentiam assignandam capi debet posito 
p q = s hoc integrate, ubi A =B — y = 2M(M — C) + 455, 

o + (§e + £© + 24e)s + (g® + 2 £©)§« + g(Ss« , 

J gy(iff+2 5s + 5ss) ’ 

cuius valor posito s = a + 6 sit = J, quo facto erit 

? - arc. AB = ^ (35(a + 6) + @(a + 6)* _ ® ss) - 1+ 5 

M{M— 0)*+ 4ilf (55 — ^5) + 4(^55 + 55 5) — 4555. 
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COROLLARIUM 3 

59. Si eveniret, ut esset ^ = 0, determinatio puncti Q maneret ut ante, 
sed pro arcuum PQ et AB differentia assignanda recurri deberet ad primas 
operationes. Scilicet ex p -\- q = s quaeratur t, ut sit 

0 = a 4- 2/3s + + 2es« + 

eritque 

arc. - arc. .1 JJ = 2 r + S fe, - 0 + - 20 ) T/z( 

^ ^{XX — a^-\-2{Xs — ^^)s + (ea — y^ss) 

integrali hoc ita accepto, ut evanescat posito s = a-{-h. TJbi notandum est esse 
'V(U — + 2(^8 — /3^)s + (ee —y^ss) = 2Vj(M+2I)s + Ess) = A + 8S + 


COROLLABIUM 4 

60. Hinc etiam colligere licet, quaenam sit futura differentia arcuum 
AB et PQ, si formulae elementum curvae exhibentis numerator ad plures 
terminos extendatur, ut sit arcus curvae 

rds (St + ag + ® etc.) . 

J y(A + 2B3 + Cgs +2D0^ + Ez‘^) 


reliquis enim manentibus ut ante erit 

(§8 + 6s + S) (ss - i) + ® (s» - 2sf) + g (s^ - 3ssi +«) + etc.) 

arc. PQ- arc. AB - J ^ 

sequentia scilicet numeratoris membra erunt 

— 4:sH + Bstt) + ^{s" — 5s*< + ^sstt — f) + etc. 


COROLLABIUM 5 

61. Si a puncto Q simili modo abscindatur B, ut sit 

0 = a + 2^(q + r) 4- Y{qq + rr) 4- 2Sqr 4 2eqr{q + r) 4- Iqqrr, 

ponaturque q-{- r — u et qr = v, ita ut sit 

0 = a -j- 2/3w 4 Y'^‘^ "b 2 Xv 4~ ^suv -b ^vv 
seu 

A 4" 4" ~ “iV A(M 4 2J)w + Euii), 


45 * 
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erit 


arc. PR - 2 arc. AB - + + + 

^ y{M-{- 2l)s + Ess) 

^ r dt^(SS + + ^{uu — v) -{-®(u^—2uv) + etc.) 

^ y(M + 2l)u + Euu) 

Ms integralibus ita sumtis, ut evanescant posito s = a-{-h et ^ = a + 6. 


OOROLLAEIUM 6 

62. Simili modo a puncto P abscindi potest arcus PS, qui triplum dati 
arcus AB superet quantitate sive geometrice assignabili sive a circuli hyper- 
bolaeve quadratura pendente, Msque casibus punctum P ita assumi poterit, 
ut iste excessus plane evanescat, quod quidem semper praestare licebit, si 
excessus sit algebraicus; sin autem sit transcendens, insuper alter terminus 
arcus dati ^ vel P huic scopo conformiter determinabitur. 



NOVA SERIES INFINITA MAXIMS CONVERGENS 
PERIMETREM ELLIPSIS EXPRIMENS 

OommeEtatio 448 indicis Enesteoemiaot 

Noyi commentarii academiae scientiarum PetropolitaEae 18 (1773), 1774, p. 71—84 

Summarium ibidem p. 13-— 15 


SUMMARIUM 


In Commentariis Academiae nostrae nti et in Actis Berolinensibus passim iam 
111. Anctor series dedit infinitas, quibns ellipsis cniuscnnque perimeter exprimitur, tarn 
concinnas et simplices, ut dari alias adbnc commodiores yix suspicari licuerit. Haec 
tamen series, quam 111. Auctor in praesenti dissertations proponit, ceteris concinnitate sua 
anteferenda videtnr estque plane noya. Quadrantis elliptic! ponantur semiaxes a et 6 
Msqne parallelae coordinatae x ei babebitur ex natura ellipsis 

ex qua aequatione 111. Anctor peringeniose totins arcns sen qnartae partis perimetri longi- 
tndinem determinat. Ponatnr scilicet 


unde 



et y=h']/— 


— z 


dx-- 


adz 


2]/2(l + 


et dy = 


-hdz 


2 ]/2 (^1 — 5 ;) ’ 


ex quo, si arcus ponatur = s, babebitur 


hincque 







a2_|-6g— (gg 


'b^)z ^ 
? 


si itaque boc integrale ita sumatur, ut posito eyanescat, et usque ad terminum 
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x = a extendatiir, obtinebitiir quaesitus arcus ellipticus. In liuiiis itaque formulae dijfferen- 
tialis eYolutione HI. Auctor versatur ex eaque seriem banc simplicem et maxime conver- 
gentem eUcii 

1-1 o 113-6, 1^3-6 7-9 

5 ^ ^ I 1 ^ 

2]/2\ 4-4 4*48-8 4-48-8 12*12 

ubi 



c = )/(a2 + j*) 


et 


— 

w = 

+ 


Si sit a = h, quadrans Me eUipticus in circularem abit et ob w = 0 et c = a ]/2 prodit, 
uti quidem notissimum est, Si "^^ro ponatnr S — 0, curva abit in lineam rectam 

alteri sendaxi aeqnalem; ita autem est 9^=1 et c = a] unde sequens resultat aequatio 


adeoque seriei infinitae 


a% 

O^^—r 

21/2 



1*1 3*5 
4*4 8*8 


etc. 


1-1 1*1 3-5 , 

4-4 4 . 4 ' 8-8 


quae quidem m inim e conTergit, adcurate assignari potest summa Hac occasione oblata 

7t 

111. Auctor operae pretium censet in summam buius seriei etiam a posteriori inquirerej ad 
quod praestandum metbodo sua iam saepius explicata potissimum utitur, dum nimirum 
quaestionem ad aequationem differentialem revocat, cuius integrale per ipsam seriem pro- 
positam exprimatur. 


1. Postquam olim multum fuissem occupatus, ut plures series infinitas, 

quibus cuiusque ellipsis perimeter exprimeretur, investigarem, vix eram su- 
spicatus adhuc simpliciores atque ad calculum magis accommodatas huius- 
modi series erui posse, quam passim dedi sive in Comment. Petrop.^) sive 
in Actis Berolin.®) ^ 

2. Nunc autem cum forte cogitationes meae in idem argumentum incide- 
rent, alia ac, ni fallor, multo simplicior et commodior series se mibi obtulit, 
cuius iuvestigationem ita animo institui. 

Oonsidero scilicet ijuadrantem ellipMcnm ACB (Pig 1 p 889) cuius 
semiaxes sin t OA-a, CB-h, quibus coordiuatae pardlelae vocente 

1) L. Ecmiei Commentatio 52 (indicis Enesteoemiani); vide p. 8. 

2) L. Edlbei Commentatio 154 (indicis Enesteoemiani) ; vide p. 21. 


A. K. 
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GF=x et P3I = y, ita ut ex natiira ellipsis habeatm* 
ista aequatio 


sive 


hbx‘ + aay^" = aa • bb 




ex qua singulari mode definio longitudinem totius arcus AMB sive quartae 
partis perimetri. 


3. Cum igitur esse debeat 


novam variabilem g in calculum 


ut fiat 


introduce statuendo 
a;* _ 1 + ^ 


unde prodit 


hincque differentiando 

dx = 


adz 

2i72(1 + «) 


et 


dy 


- —bdz 

2y2{l^’ 


ex quo, si vocemus arcum BM — s, statim colligimus 


sive 

ds^ 

bincque integrando 


(^s®= dx^-\- dy^~ 


a^dz^ 

8(1 + 5 ) 


*4" 


Vdz^- 

8 ( 1 - 5 ) 


dz^ / . V N dg^(a^-\-13—{a^—'b^)0) 

8 \1 +5 1 — z) ^(^ — 


s 


1 -t/a^ + b^ — (ar — l^)z 

rzT 


integrali ita sumto, ut evanescat posito a; = 0 sive z = — l; turn vero inte- 
grate extendatur usque ad terminum x = a, ubi fit g = -\-h sicque obtinebitur 
quaesitus quadrans ellipticus AMB. 
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4. Quo hanc formulam tractabiliorem reddamus, ponamus brevitatis gratia 




et 


+ 


n. 


Hoc enim modo consequimur 




y(l — ns) 


21/2 '/ |/(1 - s ^) ’ 

ubi superius radicale more solito in seriem convertamus 

y(l — n0) = 1 — 


1-1 2 2 1 - 1-3 3 3 1 - 1 - 3-5 i 4 

n s ‘‘ — ^ ^ n y — - n g . 


2-4 


2 - 4 - 


2 - 4 - 6-8 


1 - 1 - 3 - 5-7 . . 


2 - 4 - 6 - 8-10 


wV etc., 


qui singuli termini nos ad singulares integrationes perducunt; ac bini quidem 
priores secundum legem datam integrate ut scilicet evanescant sumto z = — 1, 
dabunt 

dz 
— z 


-- = A. sin. z — A. sin. ( — 1) = A. sin. z + ^n. 



A 


0d0 


y(i - z^) 


-y(l-/) + 0; 


bine ergo, si sumamus z= -yi, prodibit 


A 


y(i - z^) 


n 


et 


A 


zdz 





5. Pro reliquis terminis consideremus reduction em consuetam generalem 

ubi esse oportet 


A = et B 


ita ut sit 


j 


X + 2 

z^+^dz X+1 r z^dz 


X+2’ 

iJ _0 A 


1 /( 1 -^^) X+2Jy(l-z^) 4+2 


ubi constantem non adiicimus, quia haec formula iam evanescit sumto 
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0 = — 1 ; unde, si iam ponatur 2 = -{- 1 , obtinebitur 


A 




y(i- 2 ^ 


^+1 r 

x+2Jy(i— 0^) 


6. Ex hac reductione statim liquet omnia integralia ex potestatibus 
imparibus ipsius z oriunda per se erauescere; pro potestatibus autem paribus 
ad scopum nostrum adipiscimur 


r dz 
Jvii-z^) 

r 

J y(i-z"-) ~ 2-i^’ 


r z^dz 
J y(i - z^) 

r z^dz 
J 1/(1 - /) 


1 



1 - 3-5 
2 • 4-6 


etc. 


7. His igitur valoribus substitutis longitude quadrantis elliptici colli- 


gitur fore 


AMB 


C 7 C 

2^2 


1*1 2 
2-4 


1-1 


1 1 - 1 - 3-5 4 



2 2 * 4 * 6-8 

3 - 5 - 7-:9 . 1 - 3 -5 


w 


2 - 4 * 6 » 8 - 10-12 2 - 4-6 


1 - 3 

2 - 4 

etc. 


Pro hac autem forma scribamus tantisper brevitatis gratia 

AMB = -^( 1 — an^—(3n^ — etc.Y 

2l/2 V ^ 

qui coefflcientes sequenti mode succinctins exprimi poterunt 

1.11 1-1 ^ 1 etc. 

«“8-8’ ^ 12-12’ y 16-16 


8. Cum igitur inventi coefflcientes tarn simplicem et egregiam constitnant 
seriem, haec expressio, qnam eruimns, ntique maxime videtur attentione digna, 
cum termini vebementer convergant idque pro omnibus plane ellipsibus, prop- 

Leonhakbi Eulebi opera onmia 1 20 Cominentationes analyticae 16 
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terea quod semper = n fractio est unitate minor. Habebimus scilicet 

^ 3-6 4_1-1 3-5 7-9 gi 

4-4^ 4.4’8-8*^ 4-4‘8-8'l2-12^ 

1-1 3-5 7-9 11-13 o , 

4-4 '8- 8 '12- 12' 1^-16^ 

9. Contemplemur bine casum, quo ellipsis nostra fit circulus radii =a; 
turn enim erit 6 = a, bine c==ay2 et ^^ = 0, ex quo quadrans circularis 
prodit, uti quidem notissimum est, =~na. 


AMB = — ^ 
21/2 


10. Deinde vero etiam casus occurrit maxime notatu dignus, quo semiaxis 
GB = 1 = 0', turn enim quadrans ellipticus AMB ipsi semiaxi GA = a fit 
aequabs; at pro nostra formula erit c = a et n = l, quibus valoribus substi- 
tutis nanciscimur sequentem aequationem 


na 1-1 1-1 3-5 

2]/2\ 4:-4 4-48-8 


^3-5 7-9 

4 • 4 ’ 8 • 8 ‘ 12-12 



qui praecise ipse ille casus est, quo series nostra quam minime est conver- 
gens, et qui propterea nostrum attentionem eo magis meretur, quod buius 
seriei summa adcurate assignari potest, cum sit 


1 


1-1 1-1 3-5 

4-4 4-4'8-8 


in infin. 


2]/2 

7C 


10 [a] ^). Si cui lubuerit super bac serie calculos numericos instituere, sub- 
iungamus bic valores litterarum a, y 6tc. in fractionibus decimalibus, 
qui ita se babent 

« = 0,0625000 
= 0,0146484 
7 = 0,0064087 
3 = 0,0035798 
a = 0,0022821 
?= 0,0015808 

etc., 

1 ) In editione priaoipe false numerus 10 iteratin’. A. K. 



76—77] 


PERIMETEUM ELLIPSIS EXPEIMENS 


363 


serie autem hucusque tantum continuata prodit 

1 — a — /3 — 7 — d — e — ^ = 0,9090002; 

2 t/S 

iam vero reperitur = 0,9003200; unde videmus sequentium litterarum 
7], i9-, i, X etc. omnium summam efficere debere 0,0086802. 


11. Ceterum pro calculo numerico non parum notasse iuvabit nostros 
coefficientes etiam sequent! mode concinnius exprimi posse 





64 '16 


1_ 15 63 

^ ~ 144 ’ 16 ‘ 64 


1 ^ 143 

256 ‘ 16 '64' 144 

_1_ 1^ ^ 255 

400 ' 16 '64' 144 '256 


etc. 


12. Occasione huius seriei, quam invenimus, operae pretium erit in eius 
summam a posteriore inquirere, id quod duplici modo fieri potest; prior 
modus, quern iam olim^) proposui ac deinceps saepissime ad usum accommo- 
davi, nos deducit ad aequationem differentialem, cuius integrals per ipsam 
seriem propositam exprimatur. Quo nunc haec methodus facilius adhiberi 
queat, ponamus n = 2v, ut series summanda fiat 


s = 1 


1-1 

2-2 


v‘ 


1-1 3-5 4 1-1 

2^2 ’ 4 - 4^ 2-2 


3- 5 

4- 4 


7-9 
6 • (5 


eta, 


l) L. Eulbri Commentatio 19 (indicis ENESTROBMiAm): JDe ^rogressionibus transcendentibus, 
seu quarum termini generates algcbraice dari nequeunf, Comment, a cad. sc. Petr op. 5 (1730/1), 
1738, p. 36; Leonhard x Buleri Opera omnia, series I, vol. 14. A. K. 

46 ^ 
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13. Differentiemus hanc seriem, turn vero iterum per v multiplicemus, 
ut prodeat 


yds ^ ^ 4 1*1 

dv 2 ^ 2 * 24 ^ 2-2 


3*5 

4-4 


7-9 

6 


etc., 


quae denuo differentiata praebet 


d. V ds 

~dlF~ 


1-lv 


1*1 


3-5^' 


1»1 3>5 


1^9v^ etc.; 


hoc scilicet modo ex singulis denominatoribus duos factores sustulimus. 


14. Nunc vero denuo ope differeutiationis numeratores binis novis facto- 
ribus augeamus; hunc in finem primam aequationem in Vv ductam diflFeren- 
tiemus prodibitque 


2d,syv 

dv 


1 


+ ^ 2 _ 


1-1 

2*2 


A 

5v^ 


1-1 


3*5 

4.4 



1-1 

2-2 


3*5 

4T4 


7-9 
6 • 6 


u 

ISv^ etc.; 


haec denuo differentietur et per 2 iterum multiplicando fit 


iid . sV „ 

2-2 2.24-4 


dv^ 


1 -9 v'^ etc., 


quae per multiplicata producit 
4 v ^ dd . sYv 


dv^ 


1 - 1 , 

2 - 2 ' 


1-1 3-5, 


etc.; 

2 - 24-4 


supra vero iam invenimus 


d.vds 




1-1 


3-5t;’ 


1-1 3-5 „■ 5 . 

^ — 7.9t;® etc., 


dv’^ " 2*2 

quae series cum sint aequales, inde deducimus hanc aequationem 

A 

4:V^ dd. sVv ==d. vds, 

atio continet relationem summae quaesitae s ad variabilem v. 
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15. Haec ergo aequatio evoluta fit differentiale secundi gradus; sumto 
enim elemento dv constante ob 


d.sVv ^dsVv + 


sdv 

2l/« 


erit 

ergo 


, T-, 1/ , dvds sdv^ 

dd. sVv — dds ■ Kv -] — 


■jZ-y 4®]/®^ 

dd. sVv = Av^dds + Av^dvds — svdv^] 
turn vero ob d.vds = vdds+ dvds habebitur baec aequatio 
^dds (1 - Av^) + dvds (1 - Av^) + svdv^ = 0 


sive 


vdds + dvds + j 


svdv^ 


. A 41 2 


= 0 . 


16 Huius igitur aequationis differentialis secundi gradus constructio in 
nostra est potestate; fiat enim ellipsis, cuius semiaxes sint a et I eiusque 
peripberiae quarta pars =^q=^ AMB-, turn vero capiatur 

c_y{a* + 6-) et ^-»-2e; 

unde, cum sit 

^ w yt 


fiet , 

22I/2 
s = — 


lam ob + et a^-b^ = 2c^v erit 

Ai+ M et 
2 

Quociroa nostra constructio ita erit comparata: sumtis elUpsis semiaribus 

a-cY^ et 6_cyi^ 

ait 9 quarta pars perimetri huius ellipsis eritque pro resolutione nostrae 

.. . 221/2 
aequatioms s — • 
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Haec aequatio, si ponamus s = 



induet hanc formam 


simpliciorem 


pro qua erit 


ids + 


iv^(l — iv-') 


= 0 , 


2g']/2«) 

%c 


17. Haec porro aequatio ad diflferentialem primi gradus reducetur po- 
nendo z = turn enim resultabit 

unde si liceret t per v definire, ita ut innotesceret integrate J Idv, foret 


18. Hie erat primus modus ex proposita serie infinita in eius summam 
inquirendi, ubi scilicet loco numeri constantis n quantitatem variabilem v in- 
troduximus; altero autem modo idem praestandi, cuius plurima specimina 
iam passim occurrunt, quantitas constans n talis relinquitur; ponamus autem 
n = 2«*, ita ut nostra series summanda sit 


1 


1- i 

2 - 2 


‘mr 


1 - 1 3-5 

2 - 2 ‘ 4-4 


m 


1-1 

2-2 


3 - 5 

4 - 4 


7-9 

6-6 


m® etc. 


19. Nunc fingamus esse 

s = 

postquam scilicet absoluta integratione quantitati variabili z certus valor 
determinatus fuerit tributus; litteram vero p etiam ut variabilem spectemus, 
quae cuiusmodi functio ipsius z capi debeat, ut haec integratio ad nostram 
seriem infinitam perducatur, sequent! modo investigabimus. 

.— A 

20. Evoluta autem formula irrationali — in hanc seriem infi- 

nitam 

1 — m^p — m^p^ — 1^ 1 J etc. 
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quantitas s sequenti serie formularum integralium definietur 

s — 0 — — -- ^ ^ m^J'p^dz etc. 

Nunc yero statuamus, si post singulas integrationes variabili s certus valor 
determinatus tribuatur, turn fore 


fpdz==jz, Jfdz^~fpds, 

J'p^dz == ^J'p^dz, J'p^ds^:— J^p^ds 
etc. ; 

sic enim fiet 



1 - 1 , 1-1 3-5 , 

-—m- — r-^r--: — 

2 - 2 2-2 4-4 


1 - 1 35 7-9 

2 - 2 ‘ 474 ' 6 ^ 


etc. I, 


quae est ipsa nostra series proposita. 


21. Nunc igitur tota quaestio buc redit, cuiusmodi functionem ipsius z pro 
p sumi oporteat, ut stabilita ilia ratio integralium, dum scilicet variabili z 
certus valor tribuitur, obtineatur ; ista autem relatio generatim ita exprimitur • 

fp^dz==^^^fp^-^dz; 

ponamus igitur integralibus adhuc indefinite sumtis fore 

facta ergo differentiatione prodibit 

p^dz=^^-^^P^-^dz + jp^-^Qdp + ^dQ, 

quae per p^~^ divisa et per 2 A multiplicata praebet 

^Xpdz ~ (AX — Z^dz XQdp pd Q , 

et cum haec aequatio subsistere debeat, quicquid sit X, suppeditat nobis has 
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duas aequationes 

2pds~4.dz— Qdp = Q, —M8-\-pdQ==0, 
ex quibus utramque functionem p Q definire licebit. 


22. Perinde autem b.ic est, sive p et Q sint functiones ipsius s sive z 
et Q ipsius p, dummodo earum relatio inter se stabiliatur; ex posteriore 
autem statim habemus 

d3 = ^pdQ, 

qui valor in priore substitutus praebet 

^{p — 2)pdQ— Qdp = 0, 

ex qua fit 

§ Q ^dp 3dp . 3 dp 

Q ~ 2p {p — 2) 4p i(p — 2) ’ 

unde integrando oritur 

log. e = --|log.p + |-log. (^ - 2) = + I log. 

unde fit 

turn vero, quia ex prima aequatione est biu p. fit 

dz==- ^ 

p^ (p — 2)^ i^p%p — 2) 

Nunc autem inprimis observari oportet, ut pro utroque integrationis termino 
formula algebraica ibi adiecta 

p^Q = 2p^~^(p — 2f 

evanescat, sicque manifestum est integrationis terminos statui debere j> = 0 
et JO = 2. 


23. Ecce ergo formulam nostram integralem initio introductam hoc 
modo repraesentatam 

rdpy(l — 2m^p) , 

^ Vp^(p~^) ’ 
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quare cum sit 


ipsa nostra series proposita 


. f 

J Vp^fp 




. 11 2 11 3-5 4 , 

1 etc. 


aequabitur fractioni j, postquam scilicet haec infcegralia ita fuerint sumta, 
ut evanescant posito p = 0, turn vero statuatur p = 2; quamobrem illas duas 
formulas integrales ita expriroi conveniet 


>f^(l — 2m^p) 
yp^(2 —p) 


et 0 


dp 

—p) 


24. Ex his igitur series nostra supra inventa 


, 1-1 , 1-1 3-5 4 , 


cuius summam iam vidimus esse -^1--, etiam hoc modo per duas formulas 
integrales repraesentari potest, quae facta levi mutatione p=2r erunt, ea, 
quae numerator em constituit, 


C — nnr) 

"J 


altera vero, quae constituit denominatorem, 


— r) ’ 

ipsa autem fractio nostrum seriem exhibebit; nunc autem termini integrationis 
r = 0 et r == 1. 


25. Adhuc succiuctius hae formulae transformari possunt sumeudo 
r = t*; turn enim ambae formulae integrales erunt 


et . 


=/, 


Vii-f) 


Leonhajidi Euleei Opera omnia 1 20 Commentationes analyticae 
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terminis^ integrationis esistentibus etiamnunc t = 0 Qi t = l-, quo observato 
fractio — aequabitur nostrae seriei sive erit 

— — 

^ %C ^ 

ubi g denotat quartam parteiu peripheriae ellipsis, cuius semiaxes suut 

et 


26. Hinc casu n 0 manifesto fit 4=1, casu vero n = l ob s— ^=l 
fiet 


1 21/2 

-= sive 

2 7t 


J\ 


dt 


% 


2 ]/ 2 ’ 


quod quidem iam aliunde constat. 



SUMMARIUM 


Commentationis 28 indicis Enestroemiani 

SPECIMEN DE CONSTRUCTIONE AEQUATIONUM DIFPERENTIALIUM 
SINE INDETERMINATARUm SEPARATIONS ') 

Ex manuscriptis academiae scientiarum Petropolitanae nunc primum editum^) 

Quotiescumque in resolvendo problemate ad aequationem differ entialem perventum est, 
necesse est ad plenariam eius solutionem, ut ista aequatio integretur aut saltern geometrice 
construatur. At neque integratio neque constructio geometrica facile succedunt, nisi quando 
aequatio eo sit perducta, ut litterae variabiles sen indeterminatae in quolibet termino aeqiia- 
tionis ab invicem seiunetae sint. Hanc ob causain separatio indeterminatarum res maximi 
momenti est in rebus analjticis. Extant quidem passim metliodi particulares integrand! aut 
construendi aequationes differentials absque indeterminatarum separatione. Observavit autem 
CL Eulerus iis solum casibus eas methodos succederc; ubi indeterminatarum separatio aut 
facilis sit aut ex ipsa constructione elici possit, Ut igitur lianc rem magis perficeret, exem- 
plum adducit aequationis, in qua indeterminatae nullo inodo separari possunt, atque buius- 
modi aequationis constructionem tradit geometricam ope rectificationis ellipsis. 

1) Yide p. 1. A. K. 

2) Yide p. X praefationis. A. K. 
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